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Theorie der dammaftanktloneii« 

Unter der unendlichen Menge von Integralen, welche sich nicht 
durch die gewöhnlichen logarithmischen, trigonometrischen und cyklo- 
metrischen Funktionen ausdrücken lassen, findet sich eine grosse Reihe 
Yon solchen, deren Reduktion in letzter Instanz auf das bestimmte 
Integral 



£ "h 



fuhrt, in welchem fi eine ganz beliebige Grösse bezeichnet. Da auch 
dieses Integral in vielen Fällen nicht anders als durch eine unendliche 
Reihe dargestellt werden kann, so bildet dasselbe eine eigne transscen- 
dente Funktion der Grösse fi , welche als ein neuer Grundpfeiler der 
Integrahrechnung anzusehen ist Soll aber die Einfahrung desselben von 
Nutzen sein, so wird es vor allen Dingen nöthig, die Eigenschaften jener 
Funktion in ihrem ganzen Umfange zu erforschen und die an derselben 
sich darbietenden Aufgaben zu lösen, mit einem Wort: es muss eine 
Theorie jener Transscendenten gegeben werden, zu welcher dann noch 
die Tafel ihrer Werthe für den praktischen Gebrauch hinzukommt. In 
dieser Weise hat zuerst Legeiidre*) die Sache aufgefasst und eine 
Lösung der angedeuteten Probleme versucht, aber soviel Scharfsinn er 
auch darauf verwendete, so ist es ihm doch nicht geglückt, seiner 
Arbeit das Siegel der Vollendung aufzudrücken und einen durchweg 
direkten Gedankengang zu entdecken. Seit jener Zeit ist nun von 
mehreren tüchtigen Analytikern so Vieles für die Erweiterung und bessere 



*) L^gendre: Tratte des fonctions elliptiques et des Integrales 
EuUriennes tome II, 

Schlönilch, Analyt Studien. 1 



2 Cap. I. 

Begründung der fraglichen Theorie gethan worden, dass eine neue 
Bearbeitung derselben ein Erforderniss des jetzigen Zustandes der Wissen- 
schall zu sein scheint* 



Cap« I« 

Die Fundamentaleigenschaften der Gamma funktionen. 

$. 1. 

Die Definition der Gammafunktion hegt in der Gleichung 

wobei rechts das Zeichen F die Stelle eines Funktionszeichens vertritt, statt 
deren man öfter auch eine andere, von dieser wesentlich nicht yerschie- 
dene giebt, welche man dadurch erhält, dass man in dem bestimmten 

Integrale x^^f setzt« Durch diese Substitution wird 

/A- = i, da: uz — «~*rf2 

dp 

und wenn or die Werthe 1 und angenommen hat, ist 2 = und 
2 = Qo geworden, mithin 

oder, wenn man in dem bestimmten Integrale rechts or Ar z und iur 
die linke Seite ihren Werth aus (I) setzt 

Diese zweite Form der Definition unserer Transscendenten ist für 
manche Zwecke bequemer als die zuerst aufgestellte, namentlich kann 
man aus ihr mit der grössten Leichtigkeit eine Relation ableiten, welche 
zwischen r(^) und FQi + 1) statt findet. 

Man hat nämlich, /4 + 1 für /i gesetzt, 

J • 



t e dz 



(3) 



4 



— X e 
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Andererseite ist aber nach der bekannten Reduktionsformel 

/ uvdxzzzu j vdx — l du l vdx 

für « = o: , V =r e , 

/ a: e^^ dxzzzx j ^* dx — / ftx " dx j 6~' dx 

X e dx + Const. 

folglich wenn wir zu den GrSnzen für wachsende und abnehmende x 
übergehen 

/ x^W^dx = — lim, {x^e' j + Lim, {x^e~*) + fi 1 x ^ e"* dx 

(x = <k) (x=:0) (4) 

wobei sich das erste Gränzzeichen auf unendlich wachsende, das zweite 
auf unendlich abnehmende x bezieht. Zur Bestimmung der gesuchten 
Gränzen dienen nun folgende sehr einfache Betrachtungen. 

Wenn n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, so ist immer, 
wie man leicht aus der Reibe für e iBndet 



folglich 



und 



n 




X 




1.2.o««.*it 




• 




^ ^ 1 .2.3 n 

X 




x^ ' ^*— * 1.2.3... 
e X 





Da hier die Zahl n beUebig gelassen ist, so können wir dieselbe 
immer grösser als die Zahl fi nehmen, so dass n^^ positiv bleibt. 

1 . 2 . 3 . . . ti * 
Wächst nun x beständig so nimmt der Quotient — — Z'^ — 



X 



unaufhörlich bis zur Gränze Null ab, folglich nimmt auch a/*e * 
ins Unendliche ab. Da aber dieser Ausdnick nicht negativ werden 
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kann, da x nur positife Werthe bekommt, so folgt, dass fiir unendlidi 
wachsende x 

X e J = 

sein müsse, und hiermit ist der Werth der ersten Limes in (3) be- % 

stimmt 

Setzen wir femer voraus, dass /Ei eine positive Grösse bedeutet, 
so erhellt augenblicklich, dass far abnehmende x 

lÄm. {x e ) =z 

sein müsse. Durch Substitution ^dieser Werthe geht die Gleichung (3) 
in die folgende über: 

X e dx ::= fi I x e dx 
oder nach (I) und (2) 

r(/. + i)=^r(^), (6) 

welche Relation aber nur für positive fi gilt 

Multiplicirt man beidersrits mit /i + 1 und wendet links die Re- 
lation (5) selbst wieder für ^ + ^ statt fi an , so wird 

n/u + 2) = Cf* + l)f*AA')- 

Durch Multiplikation mit fi + ^ erhält man hieraus 
JV + 3) = 0i + 2)(^+1)a*ITm). 

Setzt man dieses Verfahren der successiven Multiplikation unbe- | 

stimmt weit fort, so erhält man leicht, wenn n eine positive ganze i 

Zahl bedeutet 

JXu + n) = (^ + ft-l)(/4 + n-2)...(^+l)f*fX^). (6) 

Diese Gleichung enthält eines der wichtigsten Theoreme fiir die 
Gammafunktionen. Sehen wir sie nämlich als eine Reduktionsformel an, 
80 geht aus ihr hervor, dass man die Werthe der Funktion F überhaupt 
nur von /u = bis fi = 1 zu kennen braucht, weil sich alle die Werthe 
der Funktion in den Fällen , wo die Veränderliche ein unächter Bruch 
ist, leicht auf die Werthe solcher Funktionen reduziren lassen, in 

denen die Veränderliche acht gebrochen ist So wäre z. B. für ^ = -^ 
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Eine Tafel flir die Gammafunktion braucht also nur die Werthe zu 
umfassen , welche dem Intervalle |u = bis /Ei =: 1 entsprechen. 

Bei der Wichtigkeit des obigen Theoremes dürfte es wohl nicht 
überflussig sein, noch einen zweiten, auf ganz andern Prinzipien be- 
ruhenden Beweis desselben zu geben. Setzt man in -der Gleichung (3) 
xz=iTZy wobei r eine Constante, t die neue YeränderUche bedeutet, so 

wird <22r = r<&, die Gränzen flir z werden — und — d. h. wieder 

r r 

Qc und 0, mithin ist: 

I (n) e rdt = r(fi) 
oder nach Division mit r^, 



r 



r 



Aus dieser Gleichung folgt durch nmalige partielle Difierenziation 
nach r, *3 



*) Die Dlfferenziation nnter dem Integralzeichen oder wie man sie auch 
nennt, die Variation der arbiträren Gonstanten eines bestimmten Integrales bildet 
iiberhanpt eines der TorzügUohsten Mittel um ans einem bestimmten Integrale 
andere Integrale abzuleiten und beruht auf folgenden Schlüssen. Sei 

Jjdr, z) dz = y(r) (A) 

so ist auch, wenn 8 ein Töllig willknhrliches Inkrement des r bezeichnet und 
die Integrationsgränzen nicht von r abh&ngen 

Dividirt man die Differenz beider Gleichungen durch d, was^ als constant für 
die Integration gilt, so wird 

und hier kann man auf der linken Seite statt des Quotienten unter dem Integral- 
zeichen auch/ (r^«)-|-e setzen, wobei / (r, x) den partiell nach r genomme- 
nen Differenzialquotienten und « eine Grösse bezeichnet, welche so von h ab- 
hängt, dass sie mit b gleichzeitig bis zur Gränze Nuii abnimmt. Es wird dann 

/• /'er, X) ix + /**. rf, = » (!L+ a)ri±lL) . 
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X 






» dr' rfr* 



mm 



Findet nnn der Fall statt, dass for tuendlich klein werdende d nicht nnr 
Lim.€ssO sondern auch IAm.J%4%^iQ ist (was ans jener Eigenschaft des 

gar nicht folgt), so erh&lt man durch Uebergang zur Gränze for ein gegen 
die Null conyergirendes d 

//;(...)*. = ,• (0 oder/(4^^.,»^ (B) 

wobei die Klammem in der zweiten Form den DÜferenzialqnotienten als einen 
partiellen bezeichnen. Die Differenziation der Gleichung (1) geschieht also auf 
der linken Seite unter dem Integralzeichen, wenn die yorhin ausgesprochene 
Bedingung erfüllt ist. — Dass übrigens zwar Lim. cssO, dagegen aber 

IAm.Jtix Yon Null yerschieden oder iUierhanpt gar nicht angebbar sein 

kann, sieht man leicht an Beispielen. Das einfachste der Art bietet der Fall 
dar. In welchem t kein % enth&lt und 6sbs« ist; es wird dann Jenes Integral 
:=€(« — a) folglich sein Gr&nzwerth s=0*ao und hienron l&sst sich der wahre 
Werth gar nicht angeben, oder er ist yOllig willkithrlich, weil der abnehmende 
Faktor € und der zunehmende b yon einander unabhängig sind. Das frag- 
liche Produkt erhalt erst dann eine bestimmte, mit Hälfe der Differenzialrechnang 
angebbare Bedeutung, wenn man < und b als Funktionen einer dritten Grosse 

■ 

ansieht Ein anderes Beispiel w&re etwa /(r,s)=: mithin 

woraus man nicht 

9'(r)=y eotrxix 
folgern darf. Nach dem Taylorschen Satze ist nämlich 

F(r+») = F(r)+^f^Cr) + ^^y'(r+Ä«) 

wobei ;i zwischen und 1 liegt. Diess giebt in unserem Falle 

Hz 

und da das Integral rechts unendlich gross wird, so darf man die Variation 
nach r nicht ausfuhren wollen. — In der yorliegenden Schrift sind übrigens 
die Ausnahmefälle bemerkt, da sonst die Anwendung des bis zum zweiten Gliede 
genommenen Taylonchen Satzes hinreicht, um sich yon der Rechtmässigkeit 
der Differenziation zu überzeugen. 



Die Fundamenfaleigenscbanen der GaiDmaAinktionen. 
oder 

oder 



,^+' 



/ 






Nach (8) ist aber /u + *> für ^ gesetzt 



I 

Vergleichen wir Diess mit dem Vorigen, so ergiebt sich sofort 

ro* + n)=fiO« + l)(Ai + 2)....0u + n-~l)r(^) (10) 

und Diess ist das Nämliche wie die Gleichung (6). 

Als spezieUer Fall ist noch der Werth ^=:1 von Interesse. Man 



hat dann 



folglich 



oder 



und nach (8) 






r(n+l) = 1.2.3....ii 



r(n)z=1.2.3....(ii— 1) (II) 



f r'^'U^ = ''^'^-;<^-^> . (12) 



r 



Man kann die Gleichungen (iO) und (11) noch von einem anderen 
Gesichtspunkte aus betrachten, als es bisher geschab. Unter den ver- 
schiedenen Funktionen nämlich, welche man in den Kreis der Analysis 
gezogen hat, befindet sich auch die sogenannte Faklorielle oder 
Fakultät Es ist diess eine Funktion zweier Veränderlichen, deren 
Definition durch die Gleichung 

Af«,«) = |u(A* + l)(/u + 2)...{^i + n-l) 

gegeben ist, wobei man ^ die Grundzahl oder Wurzel, n den 
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Grad oder Exponenten der Fakultät nennen kann. Vergleichen wir 
die obige Definition mit der Gleichung (10), so folgt 

Man sieht hieraus, dass durch eine Theorie der Gammafunktionen 
zugleich auch die Theorie der Fakultäten gegeben ist, indem beide mit 
einander auf das Innigste zusammenhängen. 



§« 2. 

Eine zweite, nicht minder wichtige Eigenschaft der Gammafunktionen 
ergiebt sich durch folgende Rechnung. Es ist, wenn wir in der 
Gleichung (8) 1 + r für r und ^=p + 9 setzen 






p+»- i-d+r)» . _ r(p -H q) 



mithin durch beiderseitige Midtiplikation mit r dr und Integration nach 
r zwischen den Gränzen r=0 und r=rac, 






Auf der linken Seite lässt sich aber die Ordnung der beiden Inte- 
grationen umkehren*); integriren wir daher zuerst nach r, so ergiebt 
sich für die linke Seite 



z e dz I r e drziz 1 z e dz. — ; 

§ ^9 J 9 Z 



P 



= r(p)/ 



*x'-V'rfi=r(p)r(j). 



*) Die Befngniss dazu beraht auf folgenden Schlüssen. 
Setzt man in der Gieiohimg (B) der yorigen Note für ^(r) geinen Werth 
ans (A) so ist 

rf./ /(r, z, dz ^ y V/Jlf) ^, 
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Wir haben mithin nach (1) 

•^0 (1+r) 



folglich durch Moltiplikation mit dr und Integration nach r zwischen den 
Granzen rsso» rs^ß 

Setzen wir 

so wird 

/(r, X) ^J^fp (r, X) dr + Con$t, 
folglich 

/(/»» «) -/(«* *) =y^V (•■> «) «''' (C) 

Siabstitttiren wir die Gleichungen (B) und (C) in (A) so wird 

womit bewiesen ist, dass sich in einem bestimmten Doppelintegral die Ordnung 
der Integrationen umkehren I&sst Man darf jedoch nicht vergessen, dass hier 
die Gültigkeit der Differenziation nach r postnlirt, also das Stattfinden der 
Gleichung 

Lim.Jzdx^i) (D) 

Yorausgesetzt worden ist, wobei 

war. Nach dem Taylorsohen Satze kann man dafür auch 
oder wegen (B) 

schreiben. Die Bedingung (D) geht dann in die folgende über 

aber, deren Stattfinden oder Nichtstattfinden meistens leicht zu entscheiden ist. 

1* 
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oder 



/ 



* «-""'rfr _ r(p) r(v) 





eine sehr bemerkenswerthe Relation. 

Das Integral auf der linken Seite lässt sich noch in eine andere 
Form bringen, wenn man es unter folgender Gestalt darstellt 



f (l + rj .. . .^-i ,, . .^ 



(1 + r)' (1+r) 

. r 1 

und nuii TX^l = ^ setzt. Es folgt daraus j—r- =: 1 — a: und cZo: 

cifr 
= ö; wenn ferner r=Qe und r = geworden ist, hat x die 

(l+r) 

Werthe 1 und angenommen, folglich geht das Integral über in 

1 



/ 





und es ist nach (3) auch 



X (1— a;) ilx 



f. 



ar-\l^:,f'-'aa: = ^MLk\ (4) 

r(p+q) 



l^egendre nennt Integrale von der Form des vorstehenden Euler*- 
sehe Integrale erster Art, die Gammafunktionen dagegen Euler'- 
sche Integrale zweiter Art; die obige Gleichung giebt also 
eine Reduktionsformel, durch welche die Integrale erster Art auf die 
der zweiten zurückgeführt werden, so dass es nur darauf ankommt, 
eine Theorie der letzteren zu entwickeln, wenn man die der ersten 
erhalten will *). 



*) In seinen Legons de calcui diffSrentiel et de calcul integral tarne II 
page 82 sagt Moigno: »M. L^gendre a d<^signö sons le nom d'int^grale Enlö- 
rienne de secondc esp^ce, et M. Binet a propos^ de rdpresenter par la notation 

ß (a, b) Tintögrale difiniey^'a7*-*(l — «)*~*rf-^. Rexiste une r^latlon remar- 
quable entre oette integrale et l'int^grale EuUrienne de premi^re esp^ce /"(a) 

p X ~ e" ito. etc.« Hier verwechselt Moigno die beiden Arten mit ein- 
ander; so wenig er indessen historisch Recht hat, so praktisch scheint seine 
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Aus der Gleichung (3) ist ersichtlich, dass man eine Relation 
zwischen drei Gammafunktionen erhalten könnte, wenn man für irgend 
welche Werthe von p und q im Stande wäre, den Werth des links 
stehenden Integrales unabhängig von der Theorie der Gammafunktionen 
selbst zu entwickeln« In der That ist diess in einem Falle möglich, 
wenn nämlich p und q sich zur Einheit ergänzen, wenn also etwa 
p=zfi, 9 = 1 — fA mithin r(p + y) = r(l) =r 1 ist Man hat dann 

und hier lässt sich der Werth des rechts stehenden Integrales auf fol- 
gende Weise finden. 
Es ist zunächst: 

f x^" dx f X dx f x" dx 

Jo T+x'~Jo~T+V^Ji 1+x ' 

1 

Setzt man im ersten Integrale ;r = 2, im zweiten orrz— , so 

dz 
ändert sicB das erste nicht, im zweiten dagegen ist dxziz ^ und 

z 

1 

2= — ; wenn daher x die Werthe a;=rac und a; = l angenommen 

hat, ist entsprechend z = und z = l geworden. Es wird daher 
f* a/'-^dx _ r'^^jh_ f dz 

j^~ dx . f t dz 



-J, l + z +J,i 



Nun besteht aber bekanntlich die identische Gleichung: 

j-p^=:i_, +,._,+ +(_i) , +v_y- 



f» n 



Terminologie zu sein; man steigt dabei Tom Einfacheren znm Zusammengesetz- 
teren anf und da es viele Fälle giebt, in welclien sich B (a, 6) dnrch elliptische 
Funktionen ausdrucken l&sst, so gewinnt man auch yon dieser Seite her, einen 
zwar untergeordneten, aber doch naturlichen Eingang in das Gebiet jeuer 
Transcendenten. 
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Substituiren wir dieselbe in jedem unserer Integrale, so erhalten 

« 

wir leicht: 

yx^ dx 

= J^[l-Z + X— 2+ + (— 1) * J» rfl 



Ist nun i». ein positiver achter Brudi, so findet sich hieraus 

!/"~ dx 



J, 1 + x 



1^1 . (-1)""' 



-^-l+fi^i + fi n-l+ft 



oder wenn man je zwei unter einander stehende Glieder vereinigt 



/ 



X dx 



1+^ 

_ 1 , ^h 2^ 2^ (-ir-'2^ .g 

(4, l jU 2 fi tJ — ^ («— *) — h 

Da man hier die positive ganze Zahl n so gross nehmen darf, als 
man will, so kann man sie immer so nehmen, dass sie]>^ aison — ^fi. 
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folglich ebenso n+fi — 1 positiv ist, wozu nur gehört, dass man 
n wenigstens = 1 nehme. Dann stehen die beiden letzten Integrale 
unter der gemeinschaftlichen Form: 



/ 



z dz 



worin m eine positive Grösse bezeichnet Es ist nicht schwer^ den Werth 
dieses Integrales in zwei Gränzen einzuschliessen , welche nicht mehr 
unter der Form von Integralen erscheinen. Wenn nämlich z das Inter- 
vall bis 1 durchläuft, wie es durch die obige bestimmte Integration 

geboten wird, so nimmt der Bruch =— ; — von , , ^ an bis zu - . , 

1 + x 1 + U 1 + 1 

beständig ab und hat den Werth 1 zum Maximum dagegen den Werth 

I zum Minimum. Es ist daher für das ganze Intervall der Integration 

,1,11,. 

1 — j-^ positiv , Y — i:^^ negativ. 

Mithin ist auch 

f (l — jqp^)x dz positiv, f [2^ — j-qp^) »** negativ 
woraus man findet 



(•'"> /.ir-.' fA'''< fß 



dx_ 
oder 



m 






Hieraus ist u. A. ersichüich, dass das Integral in der Mitte für 
unbegränzt wachsende m sich der Null nähert, weil diess mit den 
beiden Grössen selbst der Fall ist, zwischen denen sein Werth liegt. 

Dieses Resultat können wir für die Gleichung (6) benutzen, wenn 
wir in derselben die Zahl n, welche zugleich die Gliederanzahl der dort 
vorkommenden Reihe ist, ins Unendliche wachsen lassen wollen. Setzen 
wir nämlich erst n + fi^l und dann n — fizzzm^ so ist in jedem 
Falle m eine Grösse, welche gleichzeitig mit n ins Unendliche wädist, 
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und nach dem vorigen Satze nähern sich nun beide auf der rechten 
Seite in (6) yorkommende Integrale bei unendlich wachsenden n der 
Gränze Null. Ausserdem ist noch 

1 

Um. = 

und die endUche ngliedrige Reihe wird jetzt zur unendlichen. 
Wir erhalten mithin aus (6) 



/ 



« ii—i 
X dx 



1+^ 
= — + a > — ■ > ->.+-; s — »» tnf, 

h 1 — II l — fJL 6 — fM, 

Nach einem bekannten Satze ist aber die Summe der vorstehenden 
Reihe zzzn Cosec^in, mithin haben wir 

und folglich nach (5) 

rcu) ra-fi) = -A-, i>Ai>o. (8) 

Der Satz, welcher hierin ausgesprochen liegt, dass nämlich das 
Produkt zweier Gammafunktionen, deren Veränderliche sich zur Einheit 
ergänzen, durch eine trigonometrische Funktion ausgedrückt werden 
kann, ist einer der wichtigsten in unserer Theorie und reich an Folge- 
rungen, von denen die folgenden unter die bemerkenswerthesten ge- 
hören« 

Für M = i ergiebt sich aus (8) 

(r(i))* = n milhin r(\) = V^ (») 

und nach (7) 

r(n + i) = >'3.6....^.(2n-l) ^ ^^^^ 

Hiervon lassen sich sogleich Anwendungen machen. Setzt man 
z. B. in der Gleichung (4) p-zzn-^^, 9 = if so wird 
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fx"^^~' ^ _ r(n + |)r(f) _ 1.«.5 (2n-l)/;r .- 

*'. /T:^ /'(«+1) 2*.1.2.3 n 



oder wenn man links a: = x' setzt und mit 2 beiderseits dividirt 



/ 



z "ilz _ 1.3.5 (2w— 1) n^ 

o/I^?~ 2.4.6....(2ii) 2* 
Setzt man dagegen in (4) p = n+l,. 9 = ^, so wird • 



(11) 



/ 



' x'da _r(«+i)r(4)_ 2 .1.2.3. ..n./« 



./T=;i ^(«+1 + 1> 1-3.5. ....(2n + l)v^ 
und wenn man wieder orzrz setzt und mit 2 dividirt 



/ 



^' z^^'^^ilz _ 2>4.6 (2«) 



^^yZ^ — 3.5.7. ...(2«+l) 



(12) 



Die zwei auf diese Weise erhaltenen Formeln (11) und (12) lassen 
sich übrigens auch auf anderem Wege, namentlich durch Reduktions- 
formeln entwickeln. 



$. 3. 

Aus der Gleichung (6) kann man noch durch folgenden Kunstgriff 
eine interessante Eigenschaft der Gammafunktionen ableiten. Man setze 

der Reihe nach für u die Bräche — , — , — , , """ , in denen 

H n n " n 

n eine positive ganze Zahl bedeutet, so ist: 



^(t)^("-^') = 7^ 



sm — n 

V 



nhn'^)=—. 



sm — n 
n 
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3 

sin — n 
n 



r (tzil) r (1) =z — ^L.g~ 

V n / • Vn / • , n — 2 

sm n 

n 

Vn/ V|t/ .n — 1 



nn 



n 



Multiplizirt man alle diese Gleichungen mit einander, so ergiebt 
sich leicht durch die Bemerkung, dass die zweite Vertikalreihe links 
dieselbe ist wie die erste, nur in umgekehrter Ordnung geschrieben, 



7^ ! 

'.1.2.3 , n-2 . «—1 

sm — w «« — n sm — w sm n tm n 

n n n n n 



(1) 



Es ist aber nicht schwer den Werth des im Nenner stehenden 
Produkts unabhängig von der Theorie der Gammafunktionen aufzufinden. 
Hierzu dient folgende Betrachtung. 

Zuvörderst ist überhaupt 

gm — 91 = S JIM jr— n cot s— II ^2«i«5— « $m ^5 — ». 
n 2n 2n 2n 2n 

Wenden wir diesen Satz für iii=:l,2,3, ... n — 1 an und mul* 
tipliziren alle so entstehenden Gleichungen, so wird 

.1.2.3 . «-2 . «-1 

mi — n sin — n tm — n tm n tm ^ 

n n n n n 

,,n_i .1.2.3 . n— 2 . «—1 

= 2 sm s— n sm cr~,n sm ^r- n ... sm — ^^ — n sm -zr n 

2n 2n 2n 2n 2n 

n-^l . « - 2 . « — 3 .2 .1 

X sin -^ — n sin -- — n sm -^ — n .... sm — n sin — n 
2n 2n 2n n n 
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d. i. 

.1.2.3 . n-2 . n — 1 

nn — n sm — n sm — n . . . • «n n nn n 

n n n n n 

^•«if. 1.2.3 . «~2 . n-l f>^^^ 

i 2n 2n 2n 2» 2n ) 

Es Itomnit also blos darauf an, den Werth des zweiten Produktes 
aul2ufinden« 

Nun hat man aber für jedes positive ganze und gerade m 

sin mx 

(m . wK»»*— 2*) . 3 iii(iw*— 2*)(m*— 4*) , 5 
•••■'■^'"*^ 1.2.3....(«.-1) "" ^j 



•"•.l 
7 + ^ 



oder durch Multiplikation mit ^^ — i und umgekehrte Anordnung 

nnxcozx 



der Reihe 



( — J) sinmx 
sinx cosx 



m (ni* — 2*) (ffi* — 4*) .... (m* — wi — ^ . m_2 
— 1.2.3 ... (m-1) *'** "^ •••• 

.... + ( — 1)^ ' 12 3 «»^ + (— ^) »'• 

Es ist ferner durch Zerlegung 

m (m^ — 2^) (m"^ ~ 4*) (m^ — m — 'i t) 

1.2.3 .... (m-1) 



_ ?iy(m — 2)(m + 2)(yw-~4)(i/i + 4) .... (w— w~2) (m + m — 2) 
~ 1.2.3 (w — 1) 

(m— 2) (ct-4) Cyit~6) ... 4.2. w(r/i+2)(m+4 (r/1+6) >..(2m>2) 
~ 1.2.3 (wi— 1) 

_ 2.4.6 (m -2)m(m + 2) (2m — 2) m^i 

~ 1.2.3 .... (w — 1) ~ 

ScUömildi, Analyt Studieo. 2 
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und diess ist der Coefüzient von sin x in der obigen Gleichung. 
Durch Division mit demselben geht sie in die folgende über 



nn 



X — A 



1 • •" 


j; + if » «n X 

• IW — O 


^""' 


t • • 






• 


. + (-l)"+''^^«n*x 


+ 


(- 


.1)"-^* 
2"-* 


m 


( — 1)^ nn »1 X 
2 smx co$x 











worin ^^ ^, -^^_e, •••• -^2 ^'^ Abkürzung für die Coeffizienten ge- 
braucht worden sind. Die vorstehende Gleichung lässt sich aber auch 
als eine algebraische ansehen, in welcher m — 2 der Grad und dnx 
die Unbekannte ist, wenn man nämlich die rechte Seite gleich Null setzt. 
Diess geschieht z. B. durch die Werthe 



271 An ^n m — 2n 

^ ^^ 2m' 2m' 2m' ' 2m 



2n _ An 611 m — 2» 

2m' 2m' 2m' 2m 

■ 

deren Anzahl m^2 beträgt Für alle diese ist 

. m_2 . . m_4 (— 1) m ^ ^«. 

und folglich sind mit anderen Worten die m — 2 Grössen 



.2« .4;r .m — 27i 



. 27r . 4;r . m — 2n 

-^ 5tN , 5111 rr , ..... — ftn 

2m 2m 2m 

die m — 2 Wurzeln der algebraischen Gleichung (3). Nach einem 
bekannten Satze von den Gleichungen ist nun das letzte Glied in (3) 
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• . • ■ 

tn , 2 

das Produkt aller Wurzeln, mithin weil rechts Faktoreu 

negativ sind 



»t 2 

^ l 2m 2m 2m 2m ) 



2m 2m 2m 2m 

Setzt man die gerade Zahl m=2?t und bemerkt, dass ( — 1) 
= (— 1) "" ist, so ergiebt sich 



l 2ii 2m 2» 2n J ^ 2 

womit das fragliche Produkt in (2) gefunden ist. Man hat jetzt 
nach (2) 

• 1.2.3 . n — 1 n 

nn — n sm — n sm — n sm n = j 

n n n n 2** 

und durch' Substitution dieses Werthes in (1) 



nh nh nh T-?^) = H^ 



(4) 



ein zuerst von Euler entdecktes Resultat. 



Cap. a. 

Die Addition und Multiplikation der Gamma funktionen. 

$.4. 

Wenn eine Funktion ihrer Natur nach gegeben ist, so lässt sich 
immer folgende allgemeine Aufgabe stellen : es sei in f{x) einmal a;=a 
und dann a;=:6, wie muss man nun die Grösse c wählen, damit 
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f{c):=^f{a) + fip) werde? Diese Aufgabe, welche man die der Addition 
gegebener Funktionen nennt, kann bei manchen Funktionen auf grosse 
Schwierigkeiten führen, in so fern zur Bestimmung der Unbekannten c 
vielleicht höhere algebraische oder transscendente Gleichungen etc. auf- 
gelöst werden müssen. Dagegen glückt es hSuflg, die gestellte Forderung 
zu erfüllen, wenn unter den gegebenen Grössen a, 6, oder wie viel 
ihrer sonst sein mögen, eine bekannte Relation oder eine Rekursions- 
skale statt findet, und wenn ausserdem noch die Grössen /(a), f{b) etc. 
vor ihrer Addition mit gewissen constanten CoelBzlenten multiplizirt 
werden. Das Binomialtheorem giebt hiervon einen einfachen Fall Be- 

zeichnen wir nämlich x mit f x, fj), so ist im Allgemeinen die Summe 
der Reihe . 

Af(x, a) + Bf(x, h) + Cf{x, c) + ... + N f{x, n) 

nicht wieder durch die Funktion f darstellbar, so dass dieselbe etwa 
=^ A^) ") ^äre, worin % und a aus x und a, 6, ... n zu bestimmen 
wären; in dem Falle aber, wo a = 0, 6=1, c=:2, ... nz:^n^ A^\^ 

-B = -j-, C= , q etc. ist, hat man nach dem Binomialtheorem 
AI + X, n) z=fix, 0) + ^f(x, 1) + "-j^V(^, 2) + .... + f(x, n). 

Es wäre nun zu versuchen, ob man nicht vielleicht m dieser Weise 
das Problem der Addition der Gammafunktionen lösen und für dieselben 
einen Satz aufstellen könnte, der hier den Platz ausfüllte, welchen in 
der Potenzentheorie das Binomialtheorem einnimmt. Es soU Diess durch 
die folgenden Untersuchunggi geschehen. 

Nach einem bekannten Satze ist für jeden beliebigen Bogen ti und 
ein ungerades n 

cos nu 
= eo,«(l--^-^«n«+ ^ 1.2.3.4 *«« «^ J 

wobei die Reihe so weit fortgesetzt wird, bis sie von selbst abbricht. 
Nimmt man uzzzy/ — 1 Lr, so wird 
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1 ( nix —niaft 1 f •• , 1 1 

eosnz=-^\e'' + T'"] = y (x + -) 

Führt man diese Werthe ein und zerlegt zugleich die Differenzen 
w — 7I , n — 3 , etc. in Produkte, so ergiebt sich: 





* + « 






4)('+ 


(n + i) (n - 
2.4 


-'>(. 


^^^^ 


(n + 3) (« 


+ l)(n- 


1)(«- 


3) 




2.4.6.8 







Ix^ 



^^ ^' "^ ••••J- 



Setzt man die ungerade Zahl n = 2 m + 1 und dividirt beiderseits 
mit ^9 so wird noch 

1 



2m 



+ 



wo nun m jede beliebige positive Zahl bedeuten kann. Zugleich wollen 
wir zur Abkürzung: 

M —i » _ (w+l)>n ^ _ (w+2)(m+l)m(m-l) , 

setzen, so dass 

1 



2m 



+ 



X ^ 



= (i+^OK + ^'.(--^)' + ^>-t)'+ ) 



(2) 



ist. Diese Gleichung giebt, wenn man sie mit 
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dx 



1 ''"'^ 



(3) 



multiplizirt und zwischen den Gränzen a; = und af=1 integrirt: 

j; dx p dx 

Hier lassen sich nun dieWerthe sämmtllcher Integrale nach einigen 
kleinen Reduktionen mit Hülfe der Gammafunktionen ausdrücken. 

I. Setzt man in dem ersten Integrale links ^ = .v, im zweiten 

o; = — , so ändert sich das erste der Form nach nicht, für das zweite 



dy dx 

= — -5 folghch -3 



wird dx^ — —5 folglich 2iift-2 = — y^*"%> wenn ferner ar die Werthe 



und 1 angenommen hat, ist y = — in oc und 1 übergegangen. Die 
linke Seite von (3) ist also 



E 
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Da hier beide Integrale die nämliche Differenzialfonnel entlialten 
und nur in den Gränzen yerschieden sind, so kann man sie nach dem 
Satze 

f m dy + ffiy) dy = ff{y) dy 
in ein einziges zusammenziehen, nämlich in das folgende: 



-i/ 



(1 +/r* 



4 3 

Setzen wir noch y =r, also 4y d'y = <2r und y = r^, so geht 
unser Integral über in 



■* *('^-*^rfr 






) 

dessen Werth sich nach Formel (3) §. 2 ermitteln lässt, wenn man 
iortp—l:=^(ft + m-l),p + q = (i + i folgUch p= ^^^^ 

mid 9 = ^~s — setzt Man erhält so: 

T ;; — n • ^^> 

als Werth der linken Seite in (3). 

II. Die Integrale auf der rechten Seite in (3) stehen sämmtlich 
unter der folgenden allgemeinen Form: 



] 



24 Cap. il. 

aus welcher man sie erhält, wenn man der Reihe nach n=sO, 1. 2, 3 etc. 

1 dx 

setzt. Nimmt man noch x == i, so wird j — dx = dz oder 

(l + — )«tr= — «fe; wenn ferner x dieWerthe 1 und angenommen 

hat, ist entsprechend z = und z = qo geworden. Durch diese Sub- 
stitutionen nimmt unser Integral die folgende Form an: 

oe 

aus welcher für z =V^ entspringt 



n 

2 



r dt 



2H-1 J /t , ^'J^i 

d. i. nach Formel (3) §. 2 für p — 1 = n — |, p + y = ^ + | also 
/> = n + ^ und 9 = fi — « 

Nehmen wir hierin n=rO, 1, 2, 3 etc. so erhalten wir die 

Werthe der einzelnen in (3) auf der rechten Seite yorkommenden Inte- 
grale; setzen wir auch für die linke Seite ihren unter Nr. (4) ge- 
fundenen Werth, «0 ist jetzt nach beiderseitiger Hebung mit F(/u+i)> 

= -TSr K AJ) rw + « 2' ni) r(^ - 1) + üf 2* r(4) r(i«-2)+-)- 
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Führt man die Werthe von M ^ M ^ M etc. aus der Gleichung (1) 
wieder ein und erinnert sich, dass 

r(i)=/;r, r(j)=i •;?, r(4)= ^^ yTü etc- 

ist, so eriiält man nach beiderseitiger Multiplikation mit -ysr das Re«* 
sultat in folgender Gestalt: 

^ r(!l±fti) m^) 

_ TY M (w+l>« rv tx . (m+2)(m+l)m(m— 1) ^^ I 

=jn[^)H 2 — Aa*— 1)H 271 ro*— 2)+.... 

Will man Gammafunktionen ausschliessen, deren .Veränderliche 
negativ ist, so muss man ii^^-m nehmen. Es wird dann auch auf 
der rechten Seite keine der Grössen fi — 1, ii — 2, .... etc. negativ, 
weil die Reihe mit dem Gliede 



(m+m)(>it+m — 1) .... (gi-^m-l) 
2.4.6.... (2m) rdA-m) 

abbricht, indem die darauf folgenden den Faktor m — m<^0 ent- 
halten. 

Als spezieller Fall ist der Werth ?it='0 von Interesse. Man findet 
nftmlich 

^' r{^) r(^) = TM . 

oder 2/( IBr /( gesetzt 

r(^) roi + 4) =r -?^ r(2^). (6) 



Dividirt man mit beiden Seiten in Fipi) so erhilt man noch 

r(M) _ 2^ i>)* (7) 

wovon wir nachher Gebrauch machen werden. 

2* 
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J. 5. . 

Es Ifisst sich durch eio Verfahren, das mit dem im yorigen Parar 
graphen benutzten viel Aehnlichkeit hat, leicht noch ein zweites Theorem 
Qber die Gammafunktionen ableiten, welches im Allgemeinen von der 
Form des in Nr. (5) ist, nur mit dem Unterschiede, dass rechts statt 
der einzelnen Funktionen F^u), r(ji — 1) etc. die Quotienten je zweier 
Funktionen stehen,, in denen die Veränderlichen jedesmal um den 
Bruch 4 differiren. 

Man hat bekanntlich ^ jede ungerade Zahl n und einen beliebigen 
Bogen ti die Gleichung: 

( — 1) co$ nu 
n n{n' — l) a . n(»* — 1 ) (»* — 3*) $ 

=T*^"' — r:ä:3-^"+ 1.2.3.4.5 «»"-••• 



oder 



(-1)"'' 

•^^ cotnu 

n 



_ «.. „ (n+lXn-l) 1 (n+3)(it+l)(n-l)(n-3) , 

= «,,„ _^ COSU+ 2737475 ««« — • 

Setzt man hierin u=s^ — llx und n = 2m + l, wo nun m jede 
beliebige positive ganze Zahl bedeuten kann, so erhält man leicht 

<-')" L'"^* + _J_i 

SP 

Setzen wir noch zur Abkürzung 

M^-l,M^ 27r"' ^s= 2.3.4.6 ' • • <^^ 

und dividiren in jener Gleichung durchgängig mit o;, so erhalten wir 
Folgendes : 
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(-1) tim 1 

2m+l 



('" + j[=p) 



= (}+\) [«-», (-+i)* + ^. (-+^)*- ) 



Diese Gleichung werde nun mit 

dx 



(-+i) 



2H-4 



multiplizirt und darauf zwischen den Gränzen xssO und x^=sl inte- 
grirt Es ist dann 



(-1) 
2m+l 




a?*-|te 



2M-t 



. e + T) 



, p dx 

J .»-+*(- +^ 



) 



2/i+l 






2H-* 






* «/ (x+ - 



;(i+^)d» 



i\» 



. (^+¥) 



(2) 






1\* 



Kf)- 






und hierin lassen sich die Werthe sämmtlicher Integrale nach einigen 
Reduktionen mit Hülfe der Gammafunktionen angeben. 

I. Setzt man in dem ersten Integrale links ^=.y, im zweiten 

«:= — f so ändert jenes seine Form nicht, dagegen wird lür dieses 

dy 
dx -= — -^ und wenn x die Werthe und 1 angenommen hat, ist 

y = — in 00 und 1 übergegangen. Die beiden in Parenthese stehenden 
Integrale sind demnach: 
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- r y"* «^y 1 /»* y"" % 
/ (»+7) •', (»+7) 

oder wenn man beide Integrale in ein einziges zusammenzieht 




. (3'+7) ^. (*'+*> 



J (y* 






V) 



Setzt man noch y ssr, wodurch sich die GrSnzen nicht Sndern 
und 2ydyzssr wird, so geht das Integral Aber in 

■ 

m+1) r(/u — m) 



2 / 2/«+i — 2 ■ 



wie man leicht aus der Gleichung (3) in §.2 ffir p — 1 = /ti + m und 
p4-9 = 2|M + l findet. Die linke Seite der Gleichung (2) hat dem- 
nach den Werth: 

2iii+l ' 2 r(2^+l) ^^ 

II. Die Integrale auf der rechten Seite der Gleichung (2) stehen 
unter der gemeinschaftlichen Form: 
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aus welcher sie Aer Reihe nach fSr nssO, 1, 2, ./ hervorgehen. Be« 
merkt man noch, dass (a?-| ) =4+fx ) mithin a:H 

= U + (o? ) j ist , so kann man das obige Integral auch in 

folgender Form darstellen: 



{l+\)dx 



• (*+ (-^)") 




^—-4 



Setzt man hier a: = s, so wird (iH — £\ «tr =as — A, 



mid 



wenn x^'eWerthe 1 und angenommen hat, ist entsprechend 2 = 
und 2 = Q0 geworden. Durch diese Substitution geht das Integral 
über in: 





f-*Hr f ../»-» +i 



voraus sich fär s =s 2 yfr ergiebt 

r^ dt _ J_ r(^)ro.^ii) 

Setzt man nun f&r die linke Seite in (2) ihren Werth aus (3) 
und in dem Torliegenden Integrale der Reihe nach n = 0, 1, 2, 3, ... 
so hat man 

(-1)"* J. rc^+w+i) r(^-^) 



30 Cap. IL 

oder TennAge der Werthe von M , JU , Sl ... etc. in (1) 



(2m+l)/Jr Aä^+l) 

rO*) (m+l)m 2*r(^-l) 



(5) 



~ ro«+4) 2.3 roi-i+i) 

(m+2)(m+l)m(in— 1) 2* r(;u — 2) _ 
+ 2.3.4.6 ' rCu— 2+i) 

wobei noch f*^>n sein muss, wenn man solche GammaAinktionen 
ausschliessen will , deren Veränderliche negativ sind. Man kann diesem 
Theoreme auch noch eine andere Gestalt geben. Nach Nr. (7) im 
vorigen Paragraphen ist nämlich wenn man n — r f3r ^ setzt 

• 

und hiernach erhält man nach (4) 

2» 



2 r{\)riji-n) _ 1 r(,,-n) 

2«''+V(^-«+i) "■ -*■ AV-2») 

imd dies ist jetzt der Werth der Form, unter welcher alle Integrale 
in (2) stehen. Es wird daher IQr n = 0, 1, 2, 3, ... aus der 
Gleichung (2) 

(— 1)" 1 r(/«+m+l) r(it—m) 
2m+i* 2 r(2^+l) 

— T '• « r(2 fi) * r(^ii—i) ■*■ » r(2 ,*— 4) ^ 

oder 

2m+l ■ r(2^+l) f (g) 

_ röö' (ffl4-l)m r(«— l)* , (m+2) ( m+l)m(in— 1) rdt«— 2)' _V 
— /VA«) 2.3 r(2/i— 2) "*" 2.3.4.5 1X2/*— 4) 



t 

i 
i 
I 



I 
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wo wieder fi^m sein moss, wenn keine der Grössen fi — 1, /i — 3» 
fi — 3 etc. negativ werden soll. 



$• 6. 

In ähnlicher Weise, wie wir das Problem der Addition der Gamma- 
fanktionen gestellt hatten, können wir auch die Multiplikation derselben 
verlangen. Wir haben in der That schon eine Relation kennen gelernt, 
welche zeigte, wie das Produkt einer Partie von Gammafunktionen 
wieder durch eine Gammafunktion ausgedrückt werden kann, voraus- 
gesetzt, dass unter den Veränderlichen in den Faktoren eine gewisse 
Rekursion stattfindet. Es war diess die Gleichung (4) in §. 3. Die- 
selbe bildet aber nur einen speziellen Fall eines allgemeineren Theore- 
mes, wonach das Produkt 

I 

worin /i beliebig, n eine positive ganze Zahl ist, durch eine einzige 
Gammafunktion dargestellt werden kann« Bevor wir aber die Ableitung 
desselben geben, müssen wir erst noch einige andere Betrachtungen 

anstellen, welche die Verwandlung von — ~^ in ein bestimmtes In- 
tegral zum Zwecke haben. 
Wenn man die Gleichung 



/ 



e at = — 

tf 



mit du multiplizirt und zwischen den Gränzen u =: a , « = /? integrirt, 
so ist 

kehrt man aber links die Ordnung der Integration um, so ist das 
Doppelintegral auch gleich 
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und mithin haben wir durch Vergleichung von (1) und (2) 



f\e-"-e-^'-f = l(i) 



also z. B. für ßz:zx\ a = 1 



r (•-'---') *=" "' 



wovon wir sogleich Gebrauch machen werden. 
Differenziiri man die Gleichung 



/* x*^*«— Ar = r(A.) 



nach II und bezeidmet — ^ kurz mit /^(/ci), so ist 



p J'-^^r'^dx ix = r(ßi) 

und wenn man darin die Gleidiung (3) substituirt 

oder darch lategration der einzelnen Gfieder 

r(f.) = J^ X e da:]^ -e -J^ « e dxj-e . (4) 

In dem ersten Doppelintegrale kommt bei der Integration nach t 
kein x vor; das Doppelintegral verwandelt sich daher in ein bloses 
Produkt zweier Integrale und ist 



Im zweiten DoppeMntegrale lässt sich die Integrationaordnung um- 
kehren, so dass man zuerst nach x integrirt, wodurch man erbllt 
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Hierdurch geht die Gleichung (4) in die folgende über 

dt 



rw = rwj^ f . • - ro.)f'-^ 



(i+'V 



woraus sich unter dei" Bemerkung, dass „. . == — . ist, leicht 
die Formel ergiebt: 

diro*) f^dt-, /* dt 



r^dt -t /* 



dfi J^ t J. ^^^_^^^^ 



(8) 



Diese Gleichung ist noch einer bemerkenswerlhen Transformalion 
iShig. Man kann nämlich identisch setzen 

dirifi) 



dfi 






1* '^'^ 



indem sich das zweite Integral gegen das erste aus der Parenthese 
entspringende hebt. Hierbei sind die zwei ersten Integrale von fi 
frei, bilden also eine Constante, deren Werth sich leiclit dadurch he- 
stimmen lässt, dass man die Integrale selbst als die Gränzen betrachtet, 
denen sich die Ausdrücke 



/"t" * ""^ / 



dt 



t(l+t) 



für wachsende n nähern. Nun ist aber, wenn man für e die gleich- 

1.1 1 

geltende immer convergente Reihe setzt und ..■ , ^v m -r XHhi 

zerlegt, 

ndt^i r dt 







j. 


t" J 


'.^ 


1+0 






• 


1 
1 


+ 1^ 


2 1.2.3 


+ 


t' 

1.2.3 


.4 


» 




— 


f'dt 


'' 


' dt 
l+t 




ScUSnilch, i 


knalyt 


Studien. 











. t • • ■ I 
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rdt 
— und es bleibt rechts nach 

geschehener Integration noch übrig 

-TT+ 2" r:2""TT:2T3 + + '^""^^^ 

Nun hat man aber bekanntlich folgende unter allen Umständen 
convergirende Reihe für den Integrallogarithmus 

/ia_2-/[(M)+y.y + -2-. i72- + T- 17273.+ •••+ ^ 

wo die Constante C= 0,577 2156 ist. Setzt man hierin a=:« 
so findet man 

» 1 n , 1 »* 1 n , _.^ — - ^ 

/«-yy + -j-iTä— 3-- J-273+ •• =6(e )-C 

folglich nach dem Vorhergehenden 

und für unbegränzt wachsende n 
Da aber 

"' = //£ 

ist 9 so folgt fi(0)=:0 mithin 



Die Addition und Multiplikation der Gammafunktionen. 35 

Hierdurch geht die Gleiehung (6) in die folgende über 



dfi 



= -C4. l^f^ L-.^^ 



(7) 



welche sich noch eleganter gestaltet, wenn man ^ == x setzt, woraus 

^ — — - — und atz=: — -j- folgt; ist femer ^ = oe und < = gewor- 
den, so hat jetzt x die Werthe 07 = und xzzzl angenommen und 
daher ist auch 







-ä^ = -'^-f.y-^)Tr=r. 



X'. 

X 



oder 

^ ^^ = —C+l ,^^ dx, [C= 0,5772156 ....). (8) 



^_^ dx, [C= 0,5772156 ....). 

V 



Diese Gleichung bildet die Basis für alle unsere ferneren Unter- 
suchungem 



$.7. 

Hit Hülfe des soeben gefundenen Satzes kann man nun ohne 
Schwierigkeit das Theorem entwickeln, welches im Anfang des vorigen 
Paragraphen erwähnt wurde. 

Setzt man in der Gleichung (S) fi+ — far fi so ist auch 



dir(fi+^: 

dx 



f. 



^1* V . 

oder, wenn man redits xzzzt ninnnt 

dfi 



f. 
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Denkt man sich in dieser Gleichung für m der Reihe nach 
0, 1, 2, .... n — 1 geschrieben und addirt alle so entstehenden n Glei- 
chungen, so erhält man 

• df* ^ dfi "*" dft "*" "'" dfi 

= -.c+. /"■»--.•'-fi-f + - + + .-) ^ 

J. '-' 

woraus sich unter der Bemerkung, dass 

--1 1-2" 
l + z+t' + .... + z =-iZZJ 

ist, ergiebt 

di[r(^)r{^+^) r(M + |) nf*+~)] 

dfA 

Setzt man ferner in der Gleichung (8) n^i für ^, wodurch ndfi 
an die Stelle Ton dfi kommt, multiplizirt darauf beiderseits mit n und 
schreibt z für o:, so ist 



dfA 



z=i —nC-^-n I — = dl. 



Durch Subtraktion dieser Gleichung Ton der vorigen ergiebt sich 

d l wr(M+l) r(.+l) r(^+"-^^) 

^1* { ^(»^) j 1(1) 
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Der Werth des Integrales auf der rechten Seite ist sehr leicht zu 
finden. Man hat nämlich 

folglich 

Demnach ist Termöge der Gleichung (1) 

= —n/n = ll—^ 

» 

wobei die rechte Seite in Bezug auf ii constant ist 

Multiplizirt man beiderseits mit dfiy integrirt hierauf und bezeichnet 
die Constante der Integration mit Ik, so ist 

) r(^)r(M+|)r(^+|) r(M+"-^) 

= ^//l\ + Ik =: Kn'" k) 
woraus sofort folgt 

r(M) r(^ + 1) r (^ + 1-) ..... r(^ + ^) = JT"" * r(n(.) . (2) 

Um noch die Constante i zu bestimmen, nehmen wir /i = — ; es 

ft 

wird dann: 
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oder weil r(^) = r(l) = 1 ist 

*="-(j) '•(^) »-(r) -^("-^V 

Nach Formel (4) §. 3 ist aber 

nT)ni)r(i) r("-^) = (i,r.-* 

folglich wird jetzt 

A = (2«) « «^. 

Durch Substitution dieses Werthes in die Gleichung (2) erhalten 
wir jetzt das schöne Theorem: 

r(.)r(^+l)r(^ + l)....r(^ + ^') 

' (3) 



= »* (271») r(it/u) 

das zuerst von L^gendre bewiesen worden isf^). 



*) Der sinnreiche Gedanke, diesen Satz mittelst eines bestimmten Integrales 

für . ' abzuleiten, was offenbar der direkteste Weg ist, rührt yon L ej e an e 

Dirichlet her, worüber man Cr eile's Journal für Mathematik Bd. 15, 
8. 258 nachsehen kann. Daselbst wird die Gleichung (5) $. 6 unmittelbar benutzt, was 
aber einige Unbequemlichkeiten yerursacht. Ich habe es daher yorgezogen den 
Beweis des Lögendre'schen Theoremes unter Anwendung der Gleichung (8) $. 6 
zu führen, wodurch die Rechnung an Einfachheit und Eleganz gewonnen haben 
durfte. 
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Cap. III. 

Reihen und Produkte zur Berechnung der Gamma- 
funktionen. 

Die Formel (8) in §. 6 dient uns als Ausgangspunkt für das 
Problem, die Gammafunktionen in Reiben und Produkte zu verwanddn* 
Es ist Termöge derselben 

dii •/„ 1 — X 

Andererseits hat man 

1 * 

= l + a; + a:*+ + ar*^ + "^ 



1 — X . ... T^ -r j — ^ 

IbJglid 

und dordi Integration der einzekien Reihenglieder 

+ / 1 X dx 

i/o 1 — ar 

woraus sich nach Vereinigung je zweier entsprechender Glieder in den 
unter einander stehenden Reihen ergiebt : 
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dfÄ. 



/* 1 — X u 

+ 1 -^i jc dx . 

J^ 1 — a: 



Es liegt nun der Gedanke sehr nahe, die Zahl n, welche die 
Gliedermenge unserer Reihe angiebt, ins Unendliche wachsen zu lassen 
und hierdurch die endliche Reihe zu einer unendlichen zu machen. 
Zur Ausfuhrung dieser Idee ist aber nöthig, dass wir die Gränze be- 
stimmen, der sich das Integral 



/ 



1 — X n 



l—X 



X dx 9 



welches den Rest der Reihe bildet, (ur unbegränzt wachsende n nähert. 
Diess lässt sich durch folgende Betrachtungen erreichen. 

I) Setzen wir erstlich fi als positi? Toraus, so können wir be- 
haupten, dass die Funktion 

« 

1 — X 

nicht unendlich werden kann, sobald x das Intervall bis I durchläuft. 
In der That könnte der fragliche Bruch nur dann unendlich werden, 
wenn sein Nenner 1 — :r in Null, also o: in I überginge; dann wird 
aber wegen des positiven fi auch der Zähler =0 und der Bruch stellt 
sich unbestimmte Form ^, deren wahrer Werth in diesem Falle =fi 
ist, wie man mittelst der Differenzialrechnung laicht findet. Da also 
die genannte Funktion nicht unendlich wird, wenn x von bis 1 geht, 
so müssen das Maximum und Minimum, welche sie bei der erwähnten 
successiven Aenderung des x gewiss einmal bekommt, endliche 
Grössen sein. Bezeichnen wir sie mit Ä und B, so ist für das ganze 
Intervall a: = bis xzzil 

A = positiv und B — -= negativ 

1 — X 1 — X 
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folglich weil x innerhalb jenes Intervalles immer positiv bleibt 

{A — ^^ ) x" positiv, \B — - ^ x negativ 

und auch 

I (A— ._ ) x'^ilx positiv, I {B f^— ) ^* negativ 





woraus sich ergiebt: 



/ Ax'^dx^ I — — —xüx 

Q 



und 



1 — X n , 

dx 



oder 



/ Bx^dx < / -= X 

^ > t^-^I^x^dx > -*- 

Da nun A und B endliche bestimmte Grössen sind, so nehmen 
die beiden Gränzen, zwischen denen der Werth unseres Integrales liegt, 
bei unendlich wachsenden n beständig ab, und es ist folglich für 
positive fi 

IdnL / - V j__ — X dx :=:0 , 



2) Wäre /u negativ, also das betrachtete Integral der Gestalt 



•/ n 



1 ^— ^ 

1 — X n 



l^ar 



X dx 



so ist die vorige Betrachtung zwar nicht ^mehr direkt, aber doch mit 
einer kleinen Modifikation anwendbar. Schreibt man nämlich dasselbe 
in der Form 

X — I n M m 

X dx 
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#* 



1 

so gelten jetzt für die Funktion ^ — ganz dieselben Bemerkungen, 

1 — X 



wie für die frühere \ ^ • Ihr Maximum Ä und ihr Minimum ß 

1 — X 



\^x 



sind nämlich endliche Grössen und man erhält nun durch den nämlichen 

_ t 

Gedankengang wie vorher 

A _ i X — 1 ii_^ - ^ V 






dx 



n—in+l J^ l—x ^ n—fA+1 

Da hieV die beliebige Zahl n^ ^ genommen werden darf, so folgt 
jetzt für unendlich wachsende n 

/ X ""— 1 1 X ~~~" X H 

Lim. I -= o:*— '* dx = Lim. I — = x dxzzzO . 

J^ 1 — X J^ 1 — X 

Es nähert sich also das in Nr. (2) den Rest bildende Integral für 
jedes fi bei unendlich wachsenden n der Gränze Null. Zugleich wird 
die Reihe eine unendliche und es entsteht die Gleichung: 

<//r(i+Ai) 

du 

) (3) 

aus welcher verschiedene Folgerungen gezogen werden können. 

Unter der Voraussetzung, dass der absolute Werth von f.i ein 
ächter Bruch ist, lässt sich die Reihe auf der rechten Seite in eine 
andere umsetzen, welche nach Potenzen von ia fortschreitet« ^Man kann 
nämlich der obigen Gleichung folgende Gestalt geben 

dl^{l + ^) 
dfi 



IL JL IL 

^,11 12 13 
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und nun jedes einzelne Glied nach dem Satze 

1— ; — = i£ — u +u — u^ + .. in in f. , +!>**>> — 1 , 
1 + tf 

in eine unendliche Reihe verwandeln, sobald die Bedingungen 

erfüllt sind, welche sich sämmtlich auf die erste reduzireu. Man bat 
demnach für 1 > f* > — 1 , 

+ l(f-(T)*+(T)'-(f)'+-] 

Nimmt man diese Reihen in vertikaler Richtung zusammen und 
bezeichnet zur Abkürzung die Summe der convergenten Reihe 

mit S^ so ergiebt sich: 

^ ^^C+S^-Ä^ +S^ - ^^^ 

+ I>f*>-1. 

Durch Multiplikation mit dfi und Integration entspringt hieraus 
die wichtige Gleichung '^) : 



*) L^gendre schlägt gerade den umgekehrten Weg ein; er leitet zuerst 
die obige Gleichung ans einer Formel ab, die wir in $. 10 kennen lernen werden, 
und rednzlrt darauf die Formel (3). 
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Eine Integrationsconstante ist nicht beizufügen, weil für ^==0, 
/r(l) =3/1=0 wird und die rechte Seite sich gleichzeitig annullirt 
Für negative fi hat man noch 

ira -fi) =Cfi + i sy +isy + { sy + 



• • • • 



. (6) 

Wüsste man den Werlh der Constanten C nicht, so könnte man 
ihn aus diesen Gleichungen selbst finden, indem man fi nur so zu 
wählen braucht, dassman entweder F(l+^) oder F(l — fi) anderweit 
kennt. Diess ist der Fall für ^ = i; woraus sich ergiebt 

und 

ic=/(/;^)-l(4)»« -4(i)»s -l(i)*s...... 

Addirt man die Gleichungen (5) und (6) und bemerkt, dass auf 
der linken Seite 



stnfi 71 
ist, so findet man 






• • • • 



ü^ — 
sinfi 

ein schon anderweit bekanntes Resultat, durch dessen Substitution sich 
die Gleichungen (5) und (6) vereinfachen und in die folgenden zur 
numerischen Berechnung vortheilhafteren übergehen: 

ira-f,)=\i^ + Cfi + ^sy+isy + ^ sy + .... (8) 

wobei immer 1 >/< > — 1 sein miiss. 
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Diese Relationen reichen zur Berechnung einer Tafel der Gamma- 
funktionen völlig ans, da eine solche nach der in §. 1 gemachten Be- 
merkung nur das Intervall fi = bis fi = l zu umfassen braucht 



Die Formel (3) kann auch dazu dienen, die Funktion r(l + ^) 
in ein uneiodliches Produkt zu verwandeln. Multiplizirt man nämlich 
dieselbe mit dfA und integrirt unter der Bemerkung, dass 

1 f^ = 1^ _ l(l + Lf,) + Canst. 
n J n + iJL n^ ^ * n^^ 



= <-v-) 



+ Comt. 

I* 
n 

ist, 80 erhält man leicht 

Die Constante bestimmt sich durch den spezieUen Fall fi = 0, 
lur welchen sich Alles annullirt, so dass folgt G9i»^. = 0. 

Schreibt man noch l{e ) fär — Cß und geht nun von den 
Logarilhmen zu den Zahlen selbst über, so ergiebt sich: 

' ^<i+'*) = T+7i- TT?;;- rfi;:- r+T^ ^^\ 

wobei C wie bisher den Werlh 0,5772156 . . haf Man könnte diesen 
selbst aus der vorstehenden Gleichung finden; denn es wird für fi = l 

c l.e 2«* 3«* 4e* /»x 

e :zz — r:— • --c— . . • • \^/ 



5 



oder 



C=l(^e) + l(l «*) + '(!«*)+ (3) 
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In dieser Form ist die Reihe wegen ihre'r geringen Convergenz 
zur praktischen Berechnung von C untauglich; durch eine kleine Um- 
wandlung erhält man aus ihr eine andere Relation, welche viel brauch- 
barer ist und besonders durch ihre Form interessirt. Sehen wir näm- 
lich die unendliche Reihe (3) als die Gränze der n gliederigen: 

i(i«) + K\e) + /(»«*) + ... + ^(;^«") 
an, indem wir hier n ins Unendliche wachsen lassen, so \ii 

C = Ldm, { 

(i+i+i + +^ 

=r Lim. ^ 
C—Um.[l + ^ + { + \ + ...+^-l(n+l)}. (4) 



d. i. 



Diese merkwürdige Eigenschaft der Constante C wird in der 
Theorie des Integrallogarilhmus ebenfalls abgeleitet; man hätte daher 
auch aus ihr die Identität unserer Constante mit der des Integralloga- 
rithmus beweisen können. 

Erhebt man noch beide Seiten der Gleichung (2) auf den Expo- 
nenten fi, so wird 
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i> ^^ • ^ • • • • . • 

2" 3" / 5" 
und wenn man mit dieser GIcidiung in (1) dividirt, so ergiebt sich 



r(l+/0 = 



2" 3" 4" 



l''(l+,«) 2''(1 + «^) s^ci + i^o 
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oder 

ein seinem Bildungsgesetz nach merkwürdiges Produkt für die Gamma- 
funktion. 

Betrachtet man dasselbe als den Gränzwerth, welchem sich das 
endliche aus (n—l) Faktoren bestehende Produkt: 

^ 3^ 4^* n'* 



l'^^H^) 2'"-\2+^) 3^\3+^) (n-lfin-l+f.) 



2.3.4 ... (n—l).n' 



Ou+l)Ct* + 2)(Ai + 3) ... (fi + n-1) 
lur unendlich wachsende n nähert, so ist 

r(^ + 1) = Lim. \j—————— ; ■ ^ . fi\ 

oder wegen r(jLi + 1) = |t* r(/4) 

_. ^ ,. ( 1.2.3 n «''-^l 



(6) 



Diese Formel Hesse sich auch als Definition der Funktion F be- 
nutzen und man würde daraus leicht die hauptsächlichsten ihrer Eigen- 
schaften ableiten können, wie diess namentlich Gauss in sehr eleganter 
Weise gelhan hat*). Will man eine blos elementare Theorie der 
Gammafunktion geben, so ist dieser Gedankengang sehr natürUch, er 
ist es aber nicht mehr, wenn es darauf ankommt, die Bedeutung her- 
vorzuheben , welche unsere Funktion lur die Integralrechnung hat 



*) Die betreffende, mit Recht berühmte, Abhandlung steht in den Comment, 
Gotting. rec, tonu IIa. 1812. Die Bezeichnungsweise ist daselbst etwas ver- 
schieden, nämlich das obige r(/A)ssli(j*—i) oder das Gauss is che UM 
s=dem L^gendre' sehen jTO+I)- 
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§. 10. 

Auch eine Näherungsfonnel für r(fi) lässt sich aus der Gleichung 

dini+^) __ /-**-« _ r* dt 

* 

ableiten, wenn man mit derselben einige Transformationen Tomimmt 
Schreibt man nämlich im ersten Integrale rechts ai für f und setzt im 
zweiten *) 

* = «** — 1, also a» = /(l+0 



*) Im Allgemeinen ist es bekanntlich nicht erlaubt in zwei Integralen, Ton 
denen jedes für sich unendlich wird, deren Differenz aber eine endliche Grösse 
ist, zwei yersohiedene Substitutionen zu machen; so wäre es z. B. falsch 
in dem ersten der nachstehenden Integrale 



1 dz r tvT^ dz , 



X = dr und im zweiten s*=dr zu setzen, denn man käme damit auf das falsche 
Resultat : 

Dass aber in dem obigen Falle die dort angegebenen Substitutionen erlaubt 
sind, lässt sich so zeigen. £s ist erstlich 

df* -'J.Xt {l+tfUX+t)] '" 



f 1(1+*)* 



'(»+'> <(i+<y"" 



indem sich der zweite TheÜ der ersten Zeile gegen den ersten Theil der zweiten 
hebt Jedes Integral für sich ist eine endliche Grosse und wir dürfen daher 
im zweiten eine Substitution machen, oline es im ersten zu thun; setzen wir 

nämlich tzze*' — 1 so wird jetzt: 
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so geht dasselbe über in 

e d(a f d(o — /<«» 




(e--l)e' 



fli+i) 



f da, 
Je"-! 



und die Gränzen für ai sind ai=0 und 01 = 00, weil 1(1 + t) für 
t = und f =s Qo die Werthe und oe annimmt. Es bt demüach 



«f* J. l« e"— 1 i 



rf/r(i+M)_ , ,. _, - ,^^ 



l2^ 

3e 



-/ It« * (l+0»?(l+o! 



Vergleichen wir diess mit Nr. (2j, so mass, wenn die im Texte stehende Rech- 
nung richtig sein soll, 




sein. Betrachten wir nun das Integral 






(1+0* /(l+o 



80 ist klar, dass jedes der einzelnen Integrale für it> endlich bleibt and 
daher sind hier yerschiedene Snbstitntionen erlaubt , nämlich im ersten t s^u 

im zweiten /sse**— 1; diess giebt 

Idu—^ I du — « I du — • 

J ^^ J ~^^ ~ J ^ 



Schlomilch, Analyt Studien. 
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Andererseits haben wir aber nach einer bekannten F(Ni»el *) 
1 _ 11 2ai 



2(o 2ü} 



wobei die Reihe der Funktion auf der linken Seite für alle Werthe 
von (»=0 bis ai=x gleichgilt. Durch Substitution derselben ergiebt 
sich aus Nr. (2) 



Der absolute Werth des Integrales rechts liegt aber, wie man leicht sieht, 
zwischen 

und dasselbe gilt ron dem Integrale 0. Lassen wir' % gegen die Null conrer- 
giren, so nähern sich die vorstehenden Grössen der gemeinschaftlichen Gränze 
Null und wir kommen somit auf die Gleichung }) zurück, woraus andererseits 
die Richtigkeit des in Nr. (2) entwickelten Resultates erhellt 

*} Nimmt man in der Gleichung 

, ,. _ 1 '2z • ix 

♦****'~T~(2ii)»-z»~(4«)» — I» — ••• 

xz=tt}/ — 1, so findet man sehr leicht 



1 e +e ' 1 . 2w 2« 



2 K -i- ~ « "^ (2«)»+«' "*" 



e -e ' • <*">• + «* 

nnd hier führt die einrache Bemerkong, dass die linke Seite 

_ 1 <*+! _ 1 1 

~ 2,«_i-e-_l 2 

ist, unmittelbar zur obenbenutzten Formel. 



^" • . • • 
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wo man die Werlhe der beiden ersten Integrale leicht angeben kann, 
wenn Ihan unter Andern die Formel (3) in §. 6 für x = fi^ e = fti in 
Anwendung bringt Es wird so: 

d^i — 'A* -^ 2^ 

Multiplizirt man diese Gleichung mit dfi und integrirt hierauf 
zwischen den Gränzen /u = ^ und /u = n , so gelangt man unter Be- 
rücksichtigung , dass 

we dfi z=z e 
ist, leicht zu der Gleichung: 
/r(l+^) - fr(l + «) = (|u + |)/^ - ^ - ((n+i) /'« - n] 





Setzen wir zur Abkürzung 



^ J^ [ (2.y + a,' + (4.)» + CO« + . . . j ^ rf^ = A«) 



(3) 



so nimmt die vorige Gleichung die folgende Form an : 
/r(l+iu)= /r(l + n) + (^ + 1)/^-^ 

^ - [{n + i)ln-fi\ + fM-fin) 

oder 

Die Natur der hier vorkommenden Funktion f ist nun zwar un- 
bekannt, weil sich die in Nr. (3) vorkommende Integration durch die 
gewöhnlichen Mittel nicht bewerkstelligen lasst, man kann aber eine 
Eigenschaft derselben angeben, welche für unsere weitere Betrachtung 
von grossem Nutzen ist. Da nämlich für ein gerades r der Ausdruck 
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r — ^ , (das allgemeine Glied der in Nr. (3) vorkommendei^eihe) 
zwischen und . — ^ Hegt, so folgt, dass f(a) zwischen den Grössen 



®""''^/.''t(2^+(^ + ••••! 



e dio 



enthalten ist, woraus man durch Summirung der hier vorkommenden 
rein numerischen Reihe leicht 

d. i. 

findet. Aus dieser Bemerkung ergiebt sich sogleich, dass für unbegränzt 
wachsende a 

Um.f(a) = • (5) 

ist. Lassen wir jetzt in der Gleichung (4) n unbegränzt wachsen, und 
benutzen sogleich das vorstehende Resultat, so wird 

ini^(£)=zUi^{)i(,-n+f{p) 

+ Lim. \ir{l +«) — (n+^) /« + n} 

und da für irgend ein endliches bestimmtes (jl alle davon abhängigen 
Grössen endlich sind, so folgt, dass 

Um. {/r(l + ii) — (n4-i)/n + n| 

eine bestimmte endliche Grösse, also eine gewisse Constante sein 
müsse, welche wir vor der Hand mit Ik bezeichnen wollen. Es ist 
demnach 

und hier giebt der Uebergang von den Logarithmen zu den Zahlen 






r(l+^) = *^e^^''^ = A/^(f)%^ 
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oder weil r(l+f*) = f*J^O*) ist 

Die Constante fi bestimmt sich hier auf folgende Weise : 

Das Legendre'sche Theorem (Formel (3) in §. 7) giebt für n = 2 

und folglich muss nach dem Vorigen 

= /2ä . -7=( — ) e 

2*/* /2|i4 ^ e ^ 

sein. Hebt man hier so weit als möglich, so bleibt 

woraus 

folgt Da diese Gleichung für jedes fc bestehen muss , so können wir 
auch fi ins Unendliche wachsen lassen Und den Gränzwerth des Aus- 
druckes rechts suchen. Dabei ist 

Lim.f(2f4) = Lim.f(fi + i) = Lim. f (ja) = 
mithin : 

k = yfTk (S) 
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und demnacli gehl die Formel (7) in die folgende (Uier 

FM = ^_- (11) e . (Q) 

Man kann dieselbe als eine Nähenmgsformel betrachten^ wenn 

man berücksichtigt, dass für sehr grosse f€ die Funktion /*(/<)' sehr 

fM 
klein, folglich e nur wenig von der Einheit verschieden ist; es lässt 

sich daher die obige Formel auch in der Gestalt 

darstellen, wenn man unter v eine Grösse versteht, welche bei unendlich 
wachsenden fi bis zur Gränze Null abnin^mt '*')• 

Die so eben entwickelte Formel giebt zu^elch ein sehr einfaches 
Mittel an die Hand um auch genäherte Ausdrücke für die Fakultäten 

1.2 n = jr(n + 1) 

aufzustellen, durch deren Division man eine Näherungsformel für den 
Binomialkoeffizienten 

17273^77^^ = (^+«-i)„ 



*] Diese Formel beweist man gewöhnlich dadurch, dass man erst für 
ganze positi?e (i 

/r(l+/*)=:M + /2 + ... + //* 

setzt, nach einer Snmmenformel r&r 

/0)+/(2)+/(3) + ...+/« 

die rechte Seite in eine unendliche Reihe verwandelt and dann zu den Zahlen 
zurückgeht. Diese Ableitung hat aber zwei schwache Seiten; einmal passt der 
Beweis blos auf positive ganze fi und lässt sich nur durchwein sehr ungenügendes 
Räsonnement auf andere fi ausdehnen ; andererseits ist die sogenannte allgemeine 
Snmmenformel nichts weniger als allgemein und giebt nur dann unzweifelhafte 
Resultate, wenn u. A. /(^) sich für alle innerhalb des Intervalles 07=0 bis 
xnzfi liegende Werthe von x in eine Reihe von der Form -44-Ba?+ar'+ etc. 
verwandeln lässt, was aber beim Logarithmus gar nicht der Fall ist. 
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erhält, in welcher man Raohhcr für ^+n — 1 irgend einen einfachen 
Buchstaben setzen kann. Diese Ausdrücke sind namentlich für die Be- 
rechnung der Wahrscheinlichkeiten bei oft wiederholten Versuchen von 
Wichtigkeit *). 

Wir haben bisher nur Gammafunktionen mit positiver Veränder- 
lichen (Argument) betrachtet und für diese alle wünschenswerthen Re- 
lationen entwickelt; es liegt uns nun noch ob, die Werthe der Gamma- 
funktionen mit negativen Argumenten , also das Integral 



r(-^) = 



worin f* an sich positiv ist, zu betraditen« 

Es hat keine Schwierigkeit, Integrale dieser Art, auf Gamma- 
funktionen mit positiven Veränderlichen zu reduziren, aber diese 
Reduktion zeigt zugleich, dass die Werthe derselben sämmtlich unendlich 
sind. Vermöge der bekannten Reduktionsformel 

/ uüdx :=zu I f>dx — l du l vdx 

— ap •/«— 1 

ist nämlich für t£ = 6 , c = a? , 





c "^ l Cdi 

fix ^J X 



dx — * 



*) Man vergleiche hiermit das drifte Gapitel von Laplace, theorie ana» 
hftique des probabtlit^s^ 3«« idiiion, page 126, wo dieser Gegenstand sehr 
avsflüurUoh behandelt ist. 
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Auf gleiche Weise hat man f« — 1 für f« gesetzt 

/cte — « e 1 l dx 



e 



ferner 



I dx — * e 1 I dx 



X 

e 

2 



u. s. w« Fährt man so fort bis zu einer beliebigen ganzen Zahl n und 
substituirt jede Gleichung in die Torhergehende, so erhät man leicht 




dx — * 
e 



r^ 



e ^ e , ( — 1) e 



+ ^: + 



/wa? ^ (/4 — 1)0?'* ^{ji — l)....(/u — rC)x 



Ou— l)....Cu— w) J^/»-» 



+ _-_.— .— e 



oder 




6 






1 X 



^ f*Cu-l) ^ fi(f4-l)Cu-2) 



, {—^) ^ I ± 



f<(f4 — 1) .... (fi — n) 1 



'*c *«/a: . 



Da nun n beliebig ist, so können wir dasselbe >»/u nehmen, so 
dass das Integral auf der rechten Seite nach Einführung der Gränzen 
;r = 0, ^=;qc in eine Gammafunktion mit positiven Argument nämlii^h 
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in r(n — /u + 1) übergeht Setzen wir auch im Uebrigen ar=:oo und 
orsssO, 80 haben wir Termöge der Bemerkung, dass für jedes positive 

oder negative p, Lim. o: c =0 ist, 

, fi+i 

a: e dx 




M+l ^(|tC— 1) .... (ja 



/VC 



dagegen für a:=:0, 



t/ ^ V 

mithin durch Subtraktion der unteren Gleichung von der oberen 

dx -' 11, (—1) f »-*'-* , 

C = -TT- ■] ; \r-^ ; | X^e dx 




y+i (l (i(M-\) 



.... (jj, — n) I 



oder 

irfl 

Da nun wegen n^ (a die Funktion F(« — /* + !) immer eine 
endliche bestimmte Grösse ist, so folgt, dass für jedes /u, es mag nun 
eine ganze Zahl sein oder nicht, r*( — [a) unendlich ist. 

Man kann diess auch noch auf andere Weise einsehen. Es war 
nämlich für jedes /u 

rou)r(i-^)=: / ^_f^. 

Setzen wir hier 1-f f< an die Stelle von f/, so wird 






~ J ^ \\x "^ 7, l + :r 



4« 



58 Cap. III. 

Das erste dieser Integrale hat nun, weil §1 positiv ist, immer 
einen endlichen Werth, wovon man sich leicht durch Verwandlung des- 
selben in eine Reihe überzeugen kann; in dem zweiten dagegen durch- 
läuft X das Intervall jr=l bis j;=oo, folglich ist, was auch sonst 

das positive /ti sein möge , immer o; >»> 1 , und 



1+^ 1+^ 

oder die erste Funktion wächst während des Intervalles 1 bis oo rascher 
als die zweite. Nun ist aber schon 

dx 



f. 



1+ar 

folglich um so mehr 

X dx 



= /(! + «>) — /2 = 00 



/ 



00 



Daraus ergiebt sich r(l + ^) r(— fi) =: oo , und da hier r(l+^) 
wegen des positiven ju immer endlich ist, so muss F( — f«) = oo 
sein *). 



'^) Lögendre glaobt blos far ganze f» sei F(— /»)skQo, and will diese 
ans der Formel (6) in Gap. L folgern, indem er f» liegativ nimmt nnd daraus 
die Gleichung 

ableitet, in welcher er n>/i setzt. Dabei hat aber L^gendre übersehen, dass 
die angewendete Formel eine Folgerung von der Relation r(/ti-Hf)s=s/«r(/ti) 
ist, welche nicht mehr gilt, sobald /« negativ genommen wird, wie man augen- 
blicklich bemerkt, wenn man den Beweis derselben in §. 1 für negative f» um- 
gestalten wollte. 



Die wichtigsten dorcb Gammafunktionen ausdruckbaren Integrale. 59 
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Die wichtigsten unter den durch Gammafunktionen 

ausdruckbaren Integralen. 

Unter den verschiedenen Werthen einer Gammafunktion ist beson- 
ders derjenige von Interesse, welcher dem Argument | entspricht, weil 
diess der einzige Fall ist, in welchem sich für ein gebrochenes /u die 
Werthe von FijA) und /^(n-f^i) durch die gewöhnlichen Hülfsmittel der 
Analysis angeben lassen. Die Integrale 



tt 

«+i-i -r% _ r(»+i) 1 .3.5 (2n— I) \fn 

/+* (2r)" /»• 



welche in diesen Fällen aus der Formel (8) in §. 1 entspringen, ver- 
dienen daher besondere Aufmerksamkeit. 

Zuerst ist zu bemerken, dass man dieselben in etwas anderer 
Gestalt aufrühren kann, wenn man t^=^o^ ^ z=a:* setzt, wodurch sich 
die Gränzen nicht ändern und dt^=.'lxdx wird. Die obigen Glei- 
chungen gehen dann nach beiderseitiger Division mit 2 in die folgen- 
den über: 




.S «'S 



\ r"' cfcr = \^ (1) 






/2<i_«»jr« 1.3.5 (2n— 1 
X 9 dx = , 2» 
2 a 



1) /n 



2a 



(2) 



Es licgt^ nun der Gedanke sehr nahe, in der zweiten dieser Formel 
R successive = 1, 2, 3, ... zu nehmen , die einzelnen so entstehenden 



} 
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Gleichungen mit passenden Coeffizienten zu multipKziren und darauf 
Alles zu addiren; könnte man dann sowohl die auf der linken, als die 
auf der rechten Seite entstehende Reihe summiren, so würde man 
hierdurch zu einem neuen und allgemeineren Integrale gelangen. Diese 
Idee lässt sich in der That auf folgende spezielle Weise »ausführen. 

2» 

Man multiplizire die Gleichung (2) mit - — ^ \J -— , dann ist 

1 .2, J .... 2n 

{^ßx)" -«'^'^ _ 1.3. 5 (2«^1) ^Vn_fßj^'' 

1.2.3 ....(2») 1.2.3 .....(2n) ' 2a ^a) 

oder weil f 

1.2.3 .... (2») == 1.3.5 (2«— 1).2.4.6 (2«) 

= 1.3.5 (2«— 1). 1.2.3 n.2" 




ist, auch 




(2ßa:) r'^'' dx = ^^'^ ^ « ^ 



1.2.3 (2n) 2a 1.2.3 .... n 

Setzt man hierin der Reihe nach » = 1 , 2 , 3 ... in inf, , addirt 
die entstehenden Gleichungen zu Nr. (1) und bemerkt, dass man auf 
der linken Seite sämmtliche Integrale wegen der gleichen Integrations« 
gränzen nach dem Satze 

fh £kb £*b ^b 

. I F{x)ilx + / f{x)dx + / (p(x)dx + J \jj(x)dx + ... 

mJ a Ja Ja Ja 

= J^ {F(x) + f(x) + q(j;)+ ilj(a:) + ^dx 

in ein einziges zusammenziehen kann, so erhält man: 

~ 2« t "*■ 1 "•" 1.2 ■*■ 1 2.3 ^ 
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Beide Reihen sind aber flir alle möglichen a , ß und x convergent 
und lassen sich nach bekannten Formeln summiren. Es ergiebt sich 
nämlich 

2 2a ^ ^ 



worin a und ß alle möglichen Werthe haben können. 

2» 

Da ß ein willkührlicher Faktor war, so hindert nichts, ß ima- 
ginär zu nehmen, was Dasselbe ist, als wenn man die Gleichung (2) 

2ft fi 2ii 

statt mit ß mit ( — 1) ß multiplizirt , folglich den Reihen in (3) 

wechselnde Zeichen verschafll hätte. Setzen wir also ß^/^ — 1 an die 
Stelle von ß, so geht die ebengefundene Gleichung in die folgende 
über: 




ß\^ 



cos 2ßxe da: = ^ — e (5) 



-^a*^» 



welche u. A. in der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Wärmetheorie 
Yielfach benutzt wird. 

Bei der Wichtigkeit des gefundenen Theoremes dürfte es wohl nicht 
überflüssig sein, noch einen zweiten, auf ganz anderen Prinzipien be- 
ruhenden Beweis desselben zu geben. Setzt man 



/ 

^ 



oc 

coi'ißxe dx = fiß) (6) 



_o«x« 



so ist durch partielle Differenziation nach ß 



dfiß) 



2a:««2/ya7c"" dx . (7) 



dß 
Andererseits hat man nach der Reduktionsformel 

luvdx = tt I vdx — jdu jvdx 



für u =: 81112 ßx , V =2x e 



.«»X« 
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2xsin2ßa:e dx 

ixe dx — iß Icosißxdx lixe dx 



oder weil aus 



— ««xV . — «*t' 



d(e ) = — *'^ ixdx 

folgt 






c22; 



auch 




2;ritni2/yare dx =s ^ — e 




+ — y fcosißxe dx . 



Hieraus erhält man für j7 = qo und a:s=0, 



ixiinißxe cLr = ,- I cosißxe dx . 

Die Gleichung (7) nimmt durch Substitution dieses Ausdrucks fol- 
gende Gestalt an: 






dß » ^, 

oder nach Formel (6) 



dfiß) _ 2/J 



d. i. 
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oder 

dlf(ß):=.-^ißdß. 

Daraus folgt durch Integration 

tfiß) = — ^ + Con$t. 
mitbin 

f{ß) = e x=s e e 

und wenn wir den ersten Faktor, welcher constant ist, mit * be- 
zeichnen : 



ß\' 




f(ß)=zke " =1 cos2ßxe '''* da;. 



o«*« 







Die Ck)nstante bestimmt sich dadurch, dass ß = genommen wird, 
woraus sich ergiebt 



= /^■•"•- = ^ 



mithin nach dem Vorigen 

ß\' 




-««x» 



/»-(t) 



cosißxe dx = -^r — e (8) 

1 OL 

Übereinstimmend mit dem unter (5) gefundenen Resultate. 

Es lässt sich hieraus noch ein anderes und allgemeineres Integral 
dadurch ableiten, dass man beiderseits mehrfach, etwa n mal partiell 
nach ß differenzirt. Es ist dann 

fß_\ 

^cos2ßx^^^^\ yfn /[T^ " "^ ) 

6 |3to == -t; • 




64 Cap. rv. 

oder wenn man links die DiiTerenziation ausfuhrt 

^ f ß \* 

Andererseits hat man aber nach einer bekannten Formel^) 

d e 




n 

dx 



n(n — 1) •— 1 .d \*— 2 



folglich wenn man a: = /y, a = 5 setzt 

•iß' 
und also nach dem Vorigen 



, w(«-l)(>t-2)(«-3) /a^« i-(«) 






^ ^ 2« v; t 1 ''2^/ 

, n(>t-l)(n-2)(n-3) ^a^« IT^*^^ 

■*" Tä Wßf - -j« 



*) M. 8. mein Handbuch der Difvnmzial* und integralrecknung Theil /, 
S. 89, Formel (10). 
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$. 13. 

Mittelst einer Methode, welcher der zweiten im Torigen Paragraphen 
benutzten Yöllig analog ist, kann man auch leicht die Werthe der 
Integrale 

« = / x^'^ e^ costxdx (1) 



V = J X e 



oe 



sintxdx (2) 



auf Gammafunktionen reduziren. Durch Differenziation nach der will- 
köhrlichen Constanten t erhöht man zunächst die Diinension der Diffe- 
renzialformel, erniedrigt sie dann wieder durch partielle Integration und 
zieht aus der Yergleichung beider Rechnungen eine Differenzialgleichung, 
welche sich leicht integriren lässt. Man hat in unserem Falle 

oe 

-jT =: — / aTf sintxdx (3) 



1= /V.-„.... 



(*) 



Ferner ist durch partielle Integration 



I X e * dntxdx =s x'* 1 e ^sintxdx 



fi j x^'-^dx je ^tintxdx. 



Berücksichtigt man hier die bekannte Integralformel 



/' 



— « . ^ , tcostx + sintx _» 
6 nntxaxs=z ■ ^ e 



.tc 



und führt die Gränzen xs=s(x>, x==0 ein, wobei a; e immer 
Null wird, wenn fA eine positive von Null verschiedene Grösse ist, so 
ergiebt sich: 

Schlönilch, Analyt Studien. 5 



66 Cap. IV. 

d. i. nach (3), (1) und (2) . 

Behandelt man ebenso das Integral auf der rechten Seite von (4), 
wobei man die Formel 



/■ 



« , — cot tx + tsin tx —et 
e costxdjc i= 1 . a e 



anzuwenden Gelegenheit hat, so findet man 

Um nun aus den beiden Differenzialformeln (5) und (6) die unbe- 
kannten Grössen u und v als Funktionen Ton t zu entwickeln, was 
auf dem gewöhnlichen Ton Poisson eingeschlagenen Wege etwas weit- 
läufig wird, muUipliziren wir die Gleichung (6) mit ^ — l = i und 
ziehen sie von der vorhergehenden ab; es wird so 

du . dv 
dt ~ ^di 



= — -,^ [t(u — ti) + v + ui} 



Durch die Bemerkung, dass v + ui=ii(u — vi) ist, gestaltet 
sich der Inhalt der Parenthese zu (f + t)(tt — vi)» und wenn wir jetzt 

u — vi = w (7) 

setzen, so wird sehr einfach 

dw 



Aus dieser Differenzialgleichung geht hervor*), dass 



*) Für f • = T yerwandelt sich nämlich die Differenzialglcichnng in 

dw ^ dw dt 

7~ = TT**' oder — ^ — /* — n 

dr T+1 , w T+l 



9 
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to 



(ti + if 

ist, wenn C eine wiilkührliche constante Grösse bezeichnet. Setzt man 
dagegen in Nr. (7) für u und t? ihre Werthe ans (1) und (2) so wird 



wegen costx — isintx =: e 



W =: I X e dx =s 



f ' 



(1 + tif 



Die Constante C bestimmt sich durch die Spezialisirung ^ = 0, 
woraus r(jji) = C und mithin 






(l + ^O'* 

folgt. Dieses Resultat lässt sich noch yerallgemeineren , wenn man 

— für f und ax für x schreibt, wobei aber a eine wesentlich positive 
a 

weder unendlich zu- noch abnehmende Grösse sein muss, wenn sich 
die Integrationsgränzen nicht ändern sollen. Man findet unter diesen 
Bedingungen 

f\'-\''^''dx nt^. (8) 

^0 (a+bif 

Es geht aus dieser Gleichung die wichtige Bemerkung hervor, dass 
die Formel 

JBC 






woraus dnrch Integration 

Iw = Canst. — ^/(t + 1) 
oder 

»/ \ Coust, 

u> =s e =3 



(r+lf 



folgt, was für e ' s= C, t s= I» mit der obigen Angabe znsammenfalU. 
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welche wir in §. 1 für blos reelle k kennen lernten, auch für ein com- 
plexes k gilt, sobald der reelle Bestandtheil desselben eine positive 
endliche Grösse ist. 

Wollen wir in der Gleichung (8) eine Trennung der reellen und 
imaginären Partieen yornehmen, so haben wir 

zu setzen, woraus 

l b 

^ = (o' + 6*) , CO = Arctan — + nn 

folgt, indem wir wie gewöhnlich unter Arctan z den kleinsten zur 
Tangente x gehörigen Bogen und unter n eine ganze Zahl yerstehen. 
Es wird jetzt aus (8) 

/ a?^~ e~ cosbxdx — i / a: "~ € ** *tii 64; (Lr 
.'0 »/ 



Q (cosfim + itinftw) q 
r(ji) cos (ja Arctan — + n ») r(jA) sin (jm, Arctan \r nvi) 



Da n weder von a noch von 6 abhängt, so reicht eine beliebige 
Spezialisirung dieser Grössen zur Bestimmung von n hin. So ergiebt 
sich für a = l, 6 = 0, 






e dx s= r(jA) cosniin 



und da andererseits die hnke Seite r(ji) zum Werthe hat, so kann 
diese Gleichung wegen des willkfihrlichen ^ nur dann bestehen, wenn 
n = ist. Die Yergleichung der reellen und imaginären Partieen 
giebt jetzt: 
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;i-.i_a« ^^^ ^^* (fiArctan—) 
X t cosbxdx = r (9) 

,..i_., r(fi)rin(nArctan-) 
X e sinbxdx = j (10) 

wobei nicht zu vergessen ist^ dass a und fi positive endliche Grössen 
sein müssen. 

Wir haben nun noch den Fall a = zu betrachten , welcher sich 
aus der vorhergehenden Betrachtung nicht ergiebt und auf welchen 
überhaupt die ganze Methode nicht anwendbar ist, weil die Produkte 

X sintx und x costx nicht für x = und j;=:qo gleichzeitig 

verschwinden wie x e • Wir schlagen daher einen anderen Weg ein, 
bei welchem es uns zunächst darauf ankommt, die Werthe der Inte- 
grale 

•^cosbs , . p^sinbs 



P'^ cos ÖS - - p sin i 

I -—dt und I -j 



dt 



zu bestimmen, aus weichen die ursprünglich gesucbten «ehr leicht ab- 
geleitet werden können. 

Da nach den Fundamentaleigenschaflen der Gammafunktionen 






ist, so hat man offenbar 



/ — ~^ = 'rnS / ^'*'*^' / ^ * "'dx (11) 

/ — 5 — d$ =s -=—' l sinbsds 1 x e'^'^dx . (12) 

Kehrt man auf der rechten Seite die Integrationsordnung um, so 
ist auch: 
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^W J J 



1 1 ^-i , a? 

=s f :g dx 

ni)J f^ + a* 





e cos bs th 






r{\)J ti' + a^ 



und wenn man in beiden Integralen x = bx nimmt, so wird unter der 
Voraussetzung eines positiven endlichen b 



fic 



r(x)J i+x» 



sin bs j b I z dz ^, .v 



Die Werthe beider Integrale rechts sind sehr leicht zu finden, 
wenn man in der bekannten Formel 




1 + r sinfin 



X+l X 

statt r die neue Variable »* einführt und dann fi=s—^ — und /u — ^^ 

setzt Man erhält so: 



1 
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cos bs j b n i^^^-^^n /imv 

!-''' = rmf^^m;;' l>.i>0. (15) 




5 



rQ)'icos^Xn 




««*frf, = *1 ^IL^ , 2>X>0. (16) 



s 



r(X) 2«miX« 



Fär alle anderen Wertlie von X dagegen werden die Integrale 
unendlich. Für X = l fallt das zweite Integral noch endlich aus, 
nämlich 

wobei wie bisher oo>6>0 sein muss. 

Setzt man in den Gleichungen (15) und (16) $=ix^ X=:l — ^ 
und berücksichtigt die Formel 

^1— M) = 1=^- 2sin if^n cos ^fin 
so ergiebt sich leicht für 00 > 6 > 

oT-'cosbxda: = ^(f*)^'^/*^^ 1>M>0 (18) 

6** 





«^»«»6:rrf:r=:ne)^fiEf, 1>^_1. 



6" 



(19) 



Das Nämliche findet man auch aus den Gleichungen (9) und (10) 
Tür a=:0, nur mit dem Unterschiede, dass man die Gränzen, inner- 
halb deren ^ liegen muss, nicht mit erfahrt '*')• Bezeichnet man wieder 



*) In dieser Beziehung macht Moigno in seinem calcul integral 8. 307 
vnd 308 einen Fehler. Er beweisst nämlich, dass wenn die Funktion F(s) für 
zs^ (a'^bi)x dergestalt zerlegt werden kann, dass 

F[(«+W)a?] = *(a?) + » V(d;) 
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V^— 1 mit i, so lassen sich die beiden Formeln (18) und (19) in die 
eine zusammenziehen. 




X e dx =s — ^^-^ e , 1>^>0, 



6" 



Als Beispiel ist der Fall fi = i ^^^ Interesse, für welchen 

/cos bx / 51« bi 
/^ '~ J /^ 




und 







e 



yfx 



zum Vorschein kommt Für x=it^ wird noch 

/ cos (b1^) dt =. J rin(bt')dt = ^^ 




e 






(20) 



''*''»^<ir,= /'^ = J^V C21) 



ist nad wenn ferner ein Werth | Ton w existirt, für welchen x ^a) nnd x V^x) 
gleichzeitig Terschwinden , die Formel 

im^hi) IF[(m^hi)x]ix^a f F(mx)dx 

gilt Diess passt allerdings anf die Annahme F(x) ss ar e , | =: oo , aber 
nar unter der Voranssetzang, dass a nicht =0 ist and daher darf man nicht, 
wie Moigno thnt, die Formeln (9) and (10), weiche sich mittelst dieses Theo- 
remes ei^eben, för c = in Ansprach nehmen wollen. Die Gleiehnngen (18) 
nnd (19) erhalten dann einen Schimmer yon Allgemeinheit, dessen Trüglichkeit 
man erst in speziellen Fällen gewahr wird, wie z. B. wenn man in der ersteren 
^ = 2 nehmen wollte. 
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Schreibt man noch h für b und nimmt die Integrale zwischen 
den Gräiizen — x und + ^ statt und <x> so ist audi 



cos (Ae*) dt =: j nn (*«*) dt == J^ 




— OC ~ oc 




e*^''Ä=/-£e*«' 



— OC 



weil die Integrale von f = bis t=i — oo offenbar die nämlichen 
Werlhe haben wie von *=50 bis t:=s + <x> . Setzt man " noch im 
letzten Integrale 

wodurch sich 'die Integrationsgränzen nicht ändern, so findet man 
leicht 

e du = l-r- e (22) 




— oc 



wovon später eme interessante Anwendung vorkommen wird. 



Aus den Formeln (9) und (10) kann man dadurch, dass man 
nach fi als Veränderlicher differenziirt, noch einige andere bemerkens- 
werthe Integrale ableiten. Die genannte Differenziation ist sehr leicht 

auszufuhren« wenn man wieder wie früher Jrctan — = @ und 

a 



/a*+ 6*=:r setzt, wobei zu bemerken ist, dass hier r und Q von f4. 
unabhängig sind. Schreibt man das Integral (16) unter der Form 



x'*" e'^ co$hxdx = r(j4)cos fi& f — ) 



5 * 



74 Cap, IV. 

1 '* 
und differenziirt für r(ß) = Uy co*^©(— ) =sv nach der Regel 

d.uv:s=i udv + vdu y so erhält man 



/ Ix .X " 



e COM hx dx 



= r(^) {«».^©(1)" ' (y) - ® «»A*© (t)1 

/Ix** 

+ r'Cfi) «>«f*0 (-) • 
dir(n) rox) . ^, , w X dirM 

Dabei ist nun wegen ^ = pT^ »ach TO*) =s JV) ^^ 
oder nach Formel (8) in §. 6, 



Durch Einführung dieses Werthes nimmt die oben entwickelte 
Gleichung folgende Form an: 



/ Ix , 0^ e cos bx dx 

^ 

_ €M //(-l)co5^0— ©jfn^ej 

T 



A»-l 



^ m^ {_ c + 1'-^^ 1^} 



Nimmt man beide Seiten negativ, was links dadurch geschieht, 
dass man /(— ) an die Stelle von ir setzt und führt darauf die Werthe 
von r und wieder ein , so hat man : 
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oc 

= ^^\„ U l («» + 6*) coi U Arctm 4) 



+ 



+ Arctan — nn (j* Arctan — ) j| 
(u Arctm-) ^ r, '*-* ^ 



(23) 



und hiermit ist das Integral links auf ein viel einfacheres zurückgeführt, 
dessen Werth sich für rationale f4 nach den gewöhnlichen Regeln un- 
mittelbar angeben und für irrationale f$ wenigstens näherungsweise be- 
rechnen lässt 

Behandelt man auf ganz dieselbe Weise die Gleichung 
/ X e~ sinbxdx ^=> TXjjj) ftn (iQ\—) 

^ 

so gelangt man leicht zu dem analogen Resultate: 



-^^^ fy («• + 6*) «■» {(i Arctan A) 



(24) 



— Arctan — co$ [ft Arctan — ) j| 

r(fi) sin ((i Arctan-) P m-1 

(a' + ftf "^ •'. *-^ ^ 

Die gefundenen Gleichungen (23) und (24) gelten ohne Einschrän- 
kung für jedes positive von Null verschiedene a ; ist aber a == , so 
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muss in (23) l>fi>0 und in (24) l>f*> — 1 sein, weil dann 
die Formeln (15) und (16) in (21) und (22) übergehen. 

Interessante spezielle Fälle unserer Gleichungen sind folgende: 

I. /u = l; man hat dann 

co$ (Arckm — ) =3 cos (drccos . ^ =\ = , ^ 



{^ 



sin [Arctan — ) = stn (Aredn . =) = ■ - . 



{^ 



folglich 



•^r,».*.*. 



. (26) 



ax 

e sin bx dx 



*'. ^ .}(26) 

== ^^Jry. (**/(«* + **) - aJictan-^ + bc]. 

IL Ist fi eine ganze positive Zahl ^ 1 , so hat es keine Schwie" 
rigkek, das jedesmal auf der rechten Seite von (23) oder (24) vor; 
kommende Integral auszufuhren. Denn für ^ s= n + 1 wird 

/ I — dx x=s /|l+ar + a:* + a;* + ....+a; \dx 

= 1+2- + y + ä- +... + - • 
III. Für A = ist nach Formel (23) 



^ 

4 



I 
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also z. B. für f4 = I und :r = 2^, 




» 



l (l)e- '-' dz=^{U,+ C-\- 2/2) 



S. 15. 

Die Formeln (9) und (10) in §. 13 lassen sich mit den eben- 
daselbst entwickelten (19) und (20) selbst wieder combiniren, wodurch 
man noch zu einigen neuen Integralen gelangt, deren DifTerenzialformeln 
aus goniometrisChen Funktionen zusammengesetzt sind. — Schreibt 
man nämlich in Nr. (9) p und u für /i und 6, multiplizirt die so ent- 
stehende Gleichung 



p,_i __ap r(p) cos (p Arctan u) 
X e cosux dx z=z — ^^-^^ ^i- — ; s 

worin a = l ist, mit 

du 

u 

und integrirt hierauf zwischen den Gränzen u = 6 , u = x , so er- 
giebt sich: 




/du i p-i — 



cosuxdx 

(1) 



^, . / COS (p Arctan u) du 

= Ap) I 7^ 1 

j (1 + «»r « 



Hier hat man nun einen von den glücklichen Fällen, in welchen 
sich zwei angezeigte Integrationen ausfuhren lassen, sobald man die 
Ordnung der Integrationen umkehrt. Die linke Seite der Gleichung (1) 
geht nämlich unter Anwendung dieser Operation in: 
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über, wobei man die Formel (19) benutzen kann, wenn man in ihr 

an die Stelle von ar, 6, X 
die Buchstaben u, x^ q 

treten lässt. Dass fragliche Doppelintegral verwandelt sich dann in 
oder wenn man auch die Integration nach x ausführt, in 

r(p + q-l) n |^„^n 

und diess ist der Werth der linken Seite in der Gleichung (1). Es 
wird demnach 

• cos (p Aretan u) At _ r( p + q—l) n .. 

(1+»»)*^ '«'"" ^(^)^<*) '2co,4y,' *^«>"' ^^> 

Bevor wir nun zeigen, auf welche Weise sich dieses Integral in 
eine andere sehr geschmeidige Form bringen lässt, wollen wir erst 
eine ganz analoge Gleichung entwickeln, weil die zu jener Transfor- 
mation erforderliche Substitution auf beide Integrale TöUig gleichförmig 
anwendbar ist. 

Für a = l, 6=:tf, fi=p geht die Formel (16) des §. 12 in 

j»-.i — flp , , r(p) sin (p Aretan u) 
X e smuxax =s 





(l + u-f' 

du 

über, woraus man durch Multiplikation mit — und Integration yon 

u 

u = bis ti =5 x^ die Gleichung : 
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e tmuxdx 



(3) 
du 



-y . / sin (p Arctan u) dt 



erhält. Umkehrung der Integrationsordnung giebt hier auf der linken 
Seite 



p— 1 — « , I sin XU , 
X e dx i du 






7—1 



/p— 1 — « - X n ^{P'^ry — I) ^ 

^ ^ W) * 2«Vi iqn ~ r(^ 2siniqii 










und folglich nach Nr. (3) 

sin (p Arctan «) du r(p+q—l) n «v^^^a /j\ 

und diess ist das Gegenstück zur Gleichung (2). 
Nimmt man jetzt in den Formeln (2) und (4) 

Arctan u^ssx, also ussstanx 
so folgt 

1.2 1 7 ^^ 

Wenn femer ti = und tf=:oo geworden ist, so hat x die 

TT 

Werthe :3;s=sO und x=s-^ angenommen und so erhält man zu- 
sammen : 
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' P_2 « ^ TXp+q—1) 







coipxcos xcotxdx= {Xp)nq) ' 2^^^^' *>*>®' ^^^ 

n 

"nnpxcor'.cat'xdx = ~^^^- 2i^.2>,>0. (6) 

Da p hier noch yöUig willkührlich ist, so enthalten diese Formehi 
eine grosse Menge spezieller Fälle in sich, die nur zum Theil bekannt 
sind. Für p = l erhält man nichts wesentlich Neues; für/i = 2 z.B. 

n 

casix cot' X dx = ^£^^, l>q>0. (7) 

n 
««2a7i?of a:€ir = 2^^^, 2>^>0. (8) 

Nimmt man dagegen in der Formel (6) ^ = 1, was in Nr. (5) 
nicht geschehen darf, so wird 

smae ^ 

für jedes positive von Null verschiedene p *). 

Setzt man in der Formel (5) fi fär q und eine ganze positive 
Zahl n an die Stelle von p, so erhält man unter Anwendung des be- 
kannten Satzes rQi+m) = fi(ji+l) ... (fi+m— l)r(fi) fßr m = ii — 1 
leicht 

/, V* cox xdx 
(rcosx) cosnx . - — % 

""^"' ■ (10) 

iu(iu+l)(^+2)...>(^+n-2) ^ 




1.2.3 ....(«—1) 2co#i/i7f • 



*) Diese spezielle Foimel findet anch Lionville in Grelle's Journal 
Bd. 13> 8. 332. 
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wobei r ein beiderseits willkührlich zugesetzter con^tanter Faktor ist. 

Beachtet man nun, dass der Coedizient von r ein Binomialcoeflizient 
ist, so erbellt auf der Stelle, dass man beiderseits 71= 1, 2, 3, ... 
nehmen und alle so entstehenden Gleichungen addiren kann, und dass 
man auf diese Weise zu einigen neuen Integralen gelangen muss. In 
der That ergiebt sich 

[rcosx cosx '■\' (rcoixy coi^x + } ^ 

' ^ cos^x 



Die unter dem Integralzeichen stehende Reihe lässt sich mittelst 
der Formel 

g cos X — p* » rt 

I>p>-1 

leicht Summiren, wenn man p==rco<ar und l>r> — 1 setzt; ihre 
Summe ist dann: 

r coä* X — r* cos^ x r (1 — r) cos^ x 

1 — 2r co5*a? + r* cos?x 1 — (2r — r*) cos^x 

Die auf der rechten Seite der Gleichung (II) in Parenthese 
stehende Reihe hat wegen der schon genannten Bedingung l>r> — 1 
zur Summe: 

(l_r) ^^ 



(1 - r)'* 



Mittelst dieser Summen ergiebt sich nun 

cot X dx 1 




1 — (2r — r*) cot^ x f«+i 2cos^fin l /12) 

u 

l>r>-l, l>ft>-l. 

Scblönilcb, Asalyt Stnlien. 6 
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Behandelt man ganz ebenso die Gleichung (6) so findet man zu- 
nächst 

/n 1* 

^{rcosxnnx + {rco$xfsm2x + |£ö^_^ 
' ' cos^x 



und wegen der Formel 

r= ^ — -„ = Qsinx + Q*sin2x + Q*sin3x + .... 

1 — 2qcosx + q* ^ ^ ^ 

i>p>-i 

wenn man sie für Q=srcosx in Anwendung bringt 



I 

/ 



5 A«— 1 , , 

^ cot xdx 1 yr 



l>r>-l, 2>^>0. 

Setzt man in den Formeln (12) und (13) 

1— r = yfT^ 

wo das Wurzelzeichen nur positiv genommen werden darf, weil 1 — r 
stets positiv bleibt, und schreibt dann in Formel (13) /ti + 1 für ^9 
so wird letztere mit der ersteren identisch nämlich 



l 



?.«/ 



cot X ilx 1 n 



1 — k co^ X - - 4 (/«+l) 2cos ^fin } (li) 

!>*>-!, 1>^>«1, 

ein Resultat, das man auch a posteriori leicht verifiziren kann, 
wenn man 

1 

» I ■ M ^M I I ■ I 

1 — kcos*x 

in eine Reihe verwandelt und jedes einzelne Glied derselben integrirt, 
wobei man zu beachten hat, dass für sinxs=;z, z^=zyfy : 
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TT) z dz 



, «na;«'« 



rfy 



ist und sich der Werth des letzten Integrales mit Hülfe der. Formeln 
(4) und (8) in §. 2 leicht finden lässt. DifTerenzirt man die gefundene 
Gleichung (14) mmal nach k^ so erhält man noch 



/ 



n u 2m 

"^cot X COS X dx 

m-f-1 

(1 — kcosrx) 






2.4.6.... (2m) 4 (m+i) + «+i 2cos ||u» 

1>Ä>_1, 1>^>-1. (15) 



$. 16. 

Einige andere durch Gammafunktionen ausdrückbare Integrale er- 
geben sich aus einer sehr allgemeinen Transformation , welche sich auf 
eine ganze Klasse von Integralen anwenden lässt, und wodurch man 
auf das Theorem 



/V(.. + ^)^=' /'^(./^+.)^ 



(1) 



kommt, in welchem F eine völlig wiUkührliche Funktion bedeutet. Die 
Transformation selbst besteht in folgenden Substitutionen. 

Es ist identisch 







a 

cz 

z 



^iac+(cz—^) 
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wovon man sich leicht durch die einfache Bemerkung überzeugt, das9 

a 



1 1 ^^ ~ 

1 . . a. K . z 



r i i a 



ist. Nimmt man nun in dem Integrale auf der rechten Seite 

cz = y folglich (c + ^) dz =5 dy 

z z 

und berücksichtigt, dass für 2=0, y = — oo und für 2=00, ys= + oo 
wird, sobald a und c positive von NuU verschiedene Grössen sind, so 
ergiebl sich auf der Stelle 

Zerlegt man das erste dieser Integrale wie folgt 



/ fitt) dy^f f(f) ^y + f f(y") ^y 

so erhellt auf der Stelle, dass das zweite Integral rechts dem ersten 
ebendaselbst gleich sein müsse, weil die Funktion f{y*)^ welche inte- 
grirt wird , von y^^ bis 3^ = — <x> die nämlichen Werthe giebt , wie 
von ?/ = bis ^ = + 00 . Es ist demnach 

f f(y')dy==lff{it)dy. (3) 

_ • 

Ebenso zerlegen wir das zweite Integral in Nr. (2), nämUchi 




Oc 

y ) dy ^ C yf(f) dy ^ r Jl f(f)!^y_ (4) 



— Oc « ~^ oc 
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da nun die Funktion 

die Eigenschaft Ö)( — y) = — 0(+y) besitzt, so folgt, dass das 
zweite Integral rechts in (4) das erste aufliebt und mithin 

yfiac + y^ 




— oc 



sein muss. Substituircn wir dieses Renullat nebst dem in Nr. (3) 
gefundenen in die Gleichung (2), so ergiebt sich sehr einfach 

oder 

Schreibt man a und c fiir o* und c*, wo nun a, c, yfa und /c~ 
immer positiv zu nehmen sind und setzt i = \fx , so ergiebt sich 

/ f(cx+ — -2/ac)-^=:-^ f(po)-,= 

Jo ^ V^ VC J^ ^X 

und wenn man eine neue Funktion F der Art einführt, dass 

f(z - 2/^) = F(i) 
also A^) = 'F{2/^ + z) 

ist, so kommt man auf das bereits in Nr. (1) angezeigte Resultat: 

fnc + |)^= ±. fF(^2/7c + x)^- (5) 

J^ ^ V^ Vc J^ Vx 

Dasselbe ist noch dadurch einer Verallgemeinerung iahig, dass 
man beiderseits beUebig vielmal nach einer der beiden willkührlichen 
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CoDstanten a oder c differenzirt. Geschieht diess Ttmal in Bezug auf a, 
so wird 



wobei man die rechte Seite auf folgende Weise weiter entwickeln kann. 
Kennt man die successiven Diflerenzialquotienlen ?*'(«), <?"(«)» q^"\ti)etc. 
einer beliebigen Funktion ^(u), so gilt für die Differenziation Ton 

q^ (V^t? ) nach v die folgende Regel *) 

d<r(/v) _ 1^ W^U/v) _ «(»—!) y<"-*>( /^) 

(n+J)n(n—l)in-2) ^i~%/^) 

wobei die Reihe rechts so weit fortgesetzt wird, bis sie von selbst 
abbricht und die Coellßzienten unter der Form 

(w+r— 1) (n+r— 2) .... (w+l)w(w— 1) .... (n--r) 

2 .4.6 (2r) 

stehen. Dieses Theorem, von dessen Richtigkeit man sich leicht mit- 
telst des Schlusses von n auf n + 1 überzeugen kann , ist in unserem 
Falle von leichter Anwendung, wenn man 

setzt, woraus für ein ganzes positives p 

fp^^\u) == (2/c f F^^ {2/c\ u-\-x) 
i/^ {/v) = (2/7f F^^ (2/c /r+ x) 
folgt Denkt man sich jetzt a für v geschrieben , so ergiebt sich : 



*) M. s. meine Differenzialrechnung 8. 92, Formel (15). 
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/ F{l/äc + x) 

n 

da 

^ 1 \ (2/7 )" F^**^ (2/^+ x) n (71—1) (2/7)"^^ F^""^^ (2/^+^:) 

2"i (/är ^ (/är* 

, (n+1) n(n— 1) (n--2) (2/7)""^ F^""^ (2/77+ o:) 



2.4 rr'-<^'^ 

(v «) 



c n5 i _(«) _ ^— . . «, 1^" *\2/ac+a:) 



(-) r'(2/^ + a;)-Jir, 



2/äc 






2 



(2/«c) 

wobei zur Abkürzung 

(« + r-l)(n + r-2) .... (n-r) _ - 

2.4.6... (2r) ~~ ' ^' 

gesetzt worden ist. Substituiren wir diess in die Gleichung (6), 
integriren jedes einzelne Glied der Reihe und bezeichnen kurz wie 
folgt 






■/x 
so ist 

1 <") . a. dx 



/* 1 ("), , a. dx 
J, x" ^ /x 



Wählt man hier die Funktion F so, dass man die in Nr. (8) an- 
gedeutete Integration ausführen kann, so sind sämmtliche auf der 
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rechten Seite der Gleichung (9) stehende Grössen bekannt und man 
erhält folglich den Werth eines neuen Integrales von verwickelterer 
Form. 

Durch DifTerenziation nach c Hesse sich aus der Formel (5) noch 
ein zweites analoges Resultat ableiten, das man auch auf folgendem 

kürzeren Wege fmdet. Man setze in dem Integrale links in (9) a: = — , 

so geht dasselbe über in: 



oc 



J^Kc , . dz ^ 

oe 

oder auch 



c ^ dz 



J ' ^ («^+t) 





/r 



Schreibt man nun wieder x für z und vertauscht a und c gegen 
einander, so ergiebt sich nach Nr. (9) 



/%-V"'(e. + -J)^ 



n 



= 1 t±\ Ij_k,^+ K -^ - } . (10) 

/o ^ « ' ^ " ' 2/ac * (2/acf ) 



§. 17. 

Die hauptsächlichsten Anwendungen, welche sich von den Formeln 
(9) und (10) im vorigen Paragraphen machen lassen, bestehen in den 
folgenden Spezialisirungen der mit F bezeichneten Funktion. 

I. Es sei F(z)=ze~* also 



(» — r) ._ . 

F \z) = (-l) e 



so fokt 



D' 



J ^=(^1) / c '^ -—^==(—1) /n 

""' Jn sx 



e 
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und nach Nr. (9) 




Oe 



e * 



x 



"/i 



/^ — ^ I * * I 

— JjL (±\ 1 j. ^1 . ^« . l —»/■«<? 

Y c >^a/ I 2/ac (2/ac) I 
und ebenso nach Nr. (10) 

je 

X dx — (eoD^^) 

' e * 



(1) 




}/lc 



i 



= /jL (^f |i+ A. + _A^ + ....j r'^- . (.2) 

V a V c / I 2/ac (2>/ac) ( ^ 

Für c=^a yereinigen sich diese Formehi zu einer spezielleren, 
welche Cauchy auf anderem Wege gefunden haf*). 

II. Eine zweite nicht weniger leichte Entwickelung gewährt die 
Substitution 

Fit) = ^-L- . 

Sie giebt erstlich 

(.) (-l)'x (X+l)....a-Hi-l) nX+n) (-1)" 



folgUeh 

F («: + -.) = -i^^ -5^ ^ j^ (3) 



*) Exereiee» de Mathimattque» 2»* Litratton. Part* 1836. 

6« 
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ferner weil 






ist, 



j ^ (-H ni+«- 



r(x) 



oder wenn man x = (0+2/00) y setzt 



«— r) r dx 



Bestimmt man den Werth des Integrales rechts, so findet sich 



r (-1) V^ r(X+n^r-4) 



Substituiren wir nun die unter (3) und (4) gefundenen Werthe 
für r = 0, l, 2, ... in die Formel (9) des vorigen Paragraphen, so 
ergiebt sich 



oc 



r(x+«) I _ \ >+>. 



= a e' 



^ 



' 1 r(X+n-4) 
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oder für X + « — 4 = f* 






dx 



^(2/^/ (6+2/^r»^ ^^ 

Durch ganz die nämlichen Substitutionen erhält man aus der 
Formel (10) 

dx 



t/ (o+fta; 






(d+a/^f 2/^ (6+2/^)'^* 

+ A r(^-2) ., 

oder n + 1 für n gesetzt 



«^^(^>7^ 



+6a:+ca:*) 



SS -i^— — — — — — «Jb ■- • ■ 

(6+2/^)" 2/ac (6+2/:^)'^ 



fkLl 

(2/'«c)' (6+2/^)'^« 



+ ,.^.. _[>=2^ + (5) 
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Nimmt man in der letzteren Gleichung a=:l, ftsO, cssl, 
so lässt sich mit Hülfe der Substitution o;' = z der Werth des Inte- 
grales links ausfindig machen und man kommt dann auf das in §. 4 

bewiesene Theorem zurück. 

« 

$. 18. 

Ausser den einfachen Integralen giebt es auch noch eine reich* 
haltige Klasse vielfacher Integrale, welche sich ebenfaUs auf Gamma- 
fuuktionen reduziren lassen und von denen wir die wichtigsten mit- 
theilen wollen, indem wir dabei zugleich die allgemeinen Reduktions- 
methoden auseinander setzen werden, mit welchen die Analysis durch 
die eleganten Betrachtungen von Lejeune Dirichlet, Liouville 
und Cauchy bereichert worden ist 

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, beschäftigen wir 
uns zunächst mit dem vielfachen Integrale 

S == ///••• dxdydz,,,. (1) 

worin P und Q ein paar beliebige Funktionen der Variablen ^, y, z, ... 
bedeuten und fi als eine reelle positive Grösse vorausgesetzt wird; die 
Gränzen der einzelnen Integrationen mögen vor der Hand ganz will- 
kührlich bleiben. Da man Q immer als positive Grösse ansehen kann, 
weil das Vorzeichen von P willkühflich ist, so liegt der Gedanke 

sehr nahe, — durch Anwendung der einfachsten Formel der Gamma- 

funktionen selbst in ein bestimmtes Integral zu verwandeln, indem 
man schreibt: 



Ir = At) f '"^'" '* 






und diess gilt auch selbst für imaginäre Q, wenn nur der reelle Theil 
davon positiv ist, was man leicht erlangen kann. Hit Hülfe dieser 
Substitution wird 

«==; ji- f^ fff-' t'^^Pr^*dxdydx...dt. (2) 
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Hier lässt sich nun in vielen Fällen eine solche Sonderung der 
Variablen yornehmen, dass sich das vorstehende vielfache Integral in 
ein Produkt einfacher Integrale verwandelt« Diess ist nämlich dann 
möglich, wenn sish P und Q so zerlegen lassen, dass 

Mr "■■^« * • Jr • M^ • • • • 
X y z 

Q = Q,+ Q^+Q^ + Q, + 

ist, wobei P und Q Funktionen von a; allein, P und Q Funk- 
tionen von y allein etc. bedeuten und Q eine weder von a^ noch 

von ff, noch von z etc. abhängige Grösse, also eine Constante ist. 
Die DifTerenzialformel in (2) nimmt jetzt folgende Gestalt an 

f c P e P„e ^ P e .... dxdy dz .... dt 

und es wird jetzt durch Vereinigung der Grössen, welche blos x oder 
nur y etc. enthalten: 

Lassen sich nun die einzelnen Integrationen in Bezug auf 27, y, z, etc. 
ausfahren, so dass man etwa 

ü= fp^r'^^dx, F=; fp^r'^^dy 

/' — <« 
P^e ""dz,.... 



^Yiü)! ^^^^'*^^^vw.... (4) 



hätte, wobei t in allen diesen Integralen als arbiträre Constante auf- 
tritt, so ergiebt sich sehr einfach: 

s 

und hiermit ist das vielfache Integral in (1) auf eine Quadratur zurück- 
geführt 

Eines der einfachsten Beispiele für diese Reduktionsmethode bildet 
die Annahme: 
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-. 1—1 — Od? m—i — 6« fi— 1 — ez 

P sss X e , y e , % e 



Q =s X + ao: + /?y + yx + 



wobei die Integrationlägränzen sämmtlich und oo sein mögen. Es 
ist dann 

P =z x e , P ssi y 6,.... 



Q, = ir, Q^=ax, Q^=ßy, 



folglich nach Nr. (3) 



V = / «- 



!— 1 __aar— #«a? _ jr(/) 



6 e c2^ =s 

(a + aO 






-i — *y —Vy _ r(m) 



(6+/W) 

u 

u« s. f« 
mithin* nach (1) und (4) 









dxdyth 



(a + atnb + ßtric + ytf ... 



(5) 



Reduzirt man in dieser sehr allgemeinen Formel die Variablen auf 
eine einzige x und setzt assl jc=l> so wird 

/ x^"^ dx ^x _ r{t) C t^ dt ~* 
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und wenn man x und X f&r ^ und / setzt 



/x dx 9 Jr(X) Ix fix 



— « 
e 



Man kann hieraus noch anderweite Resultate herleiten, wenn man 
nach einer dcir Grössen X oder n dilTerenzirt. So giebt die Differen- 
ziaüon nach X 



/x Ix dx — » jr(X) I ^ ^^ i( ^ 

• 



:) 



— « 

e 
ax^ 



oder weil 



ist, wobei C die Constante des Integrallogarithmus bedeutet, 



i_l -* 



dir — • 

e . (6) 



Nimmt man in der Gleichung (5) a=;6=:c ... =s 0, so ergiebt 
sich sehr einfach 



/// 



1^1 m— 1 «-1 



(ic + aa?+/yy + yx + ...)'* 



dxdydz .•• 



_ r{t)r(m)r(n) .... r{iA — l—m — n — ) 

aß y .... •< (^) K 
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Man kann dieses Resultat noch verallgemeinern, wenn man für 
^» 9* ^9 •** ^^^^ Variable der Art einfuhrt, dass 

«Pf*' 

ist. Die DifTerenzialformel links geht dann über in 

pl— 1 qtn — 1 n» — 1 



• • • 



während sich die Integrationsgränzen nicht ändern. Setzt man nun 

K=:l, o=:a , /?=:6 , y=:c , ctc., X, y, 2, ... für ?, 17, ?, ... und 

— , — , — , etc. für /, m, n, ... so ergiebt sich 
p q r 



dadydx • • • 





r r f.. 


1-1 


m — 1 


•-1 


. . • 






j j j (1+ 

000 

r(')r('")r(")... 

^ p^ q^ ^ t\ 


p P 
a X 


/ 


+ 


r r 

m 


+ .../ 

r 



.) (8) 



Für xs=0 wird das Integral auf der rechten Seite in (5) zu einem 
rein aIgebraisAen> dessen Werth besonders in dem Falle, wo /, m, n, ... 
ganze positive Zahlen sind, leicht gefunden werden kann. Man zerlegt 
nämlich den Bruch 



(a+af/ (ft+A^r (c+yO* . . - 



in seine Partialbrüche und bringt so das fragliche Integral auf eine 
Reihe anderer von der Form 

t dt 

(A+Btf 

A 

worin man t^s-^x setzt und das neue Integral: 




*i 
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k* »—1 
X dx 




mit Hülfe yod Gammafunktionen ausdrückt. 

Sind in der Formel (5) ^, /, ni, n, . .. sämmtlich ganze positive 
Zahlen, so lässt sich der Werth des Integrales rechts völlig entwickeln. 
Zunächst ist nämlich nach dem Vorigen klar, dass man das Integral 
auf eine Partie anderer von der Form 

t^ dt -x/ 
e 




(A+Bt)' 

reduziren kann, worin wir das nunmehr ganze positive v — 1 mit r 

und -^ mit X bezeichnen wollen. Es kommt dann nur darauf an, den 
iß 

Werth von 

/ dt — xr 

(9) 




(i+tr' 



ff+i 

zu finden, weil man hieraus durch Division mit B und nachherige 
Substitution von s — 1 für 5 das obige Integral wieder herleiten könnte. 
Bezeichnen wir nun mit ^»(x, X) den Werth des Integrales 




PC 

dt — «/ 



X+t 



(10) 



so ergiebt sich durch rmalige DifTerenziation nach k 

■PC 

m r 



1 *' '^* f" = (—V) " f^"' 





und durch <malige DifTerenziation nach X 

(-l)-1.2.,.. /■"^45,e--=(-l)'0¥-* 



f- 



, (X+0 dx dX 



Schlömilch, Analyt Stndien. 



i 

3 



■ 
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d. i. 



I ff* Tm^S f**t*£ 

^dt -«' _ (—1) d ^(x, X) 



J ^x+t)"-'' 1-2.3..., ^^'^,* 





Das Integral in (10) findet sich aber sehr leicht mit Hülfe des 
Integrallogarithmus. Nach der Definition desselben ist nämlich 



U(u) = f^ also &•(«-") = f^ 
^ Q Ix ^ n ix 



und wenn man hier 



a % 

X = e . e 



setzt, so wird 

— a z 

t2r= — (a + 2)» dx = — e . e dz 

— a 

raid da für ar = e und a: =: , z die Werthe z =5 und z = x be- 
kommt , so ist jetzt 

• dz -* 



f/— "\ -a r zdz 



-e 

z 



oder 



/dz — « o — a 

-pe = - e 6(e ) 



woraus für z=;x^, a = xX, wenn nun n eine reelle positive Grösse 
ist, folgt 



/* dt —^f ^ ,. /~*^ 

womit q)(», k) gefunden ist. Die in der Gleichung 






= 1.2:3.../ T^* ^^ ^*^' >^ 
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angedeuteten DifTerenziationen sind nun leicht auszuföliren , weil ver- 
möge der Definition des Integrallogarithmus die Formeln gelten: 

dliju) _ 1 iUi(e ) _e~ 

du lu av V 

Ein nicht minder bemerkenswerthes Beispiel für die in den For- 
meln (1) bis (4) auseinandergesetzte Reduktionsmethode liefert die 
Substitution 

Q =ss X + aw + ßy + yz + — 

wobei sämmtliche Integrationsgränzen und qo sein mögen. Es wird 
jetzt unter Anwendung der Formel (25) in §. 14 für 6 = 0, 

^ 


U. S. f. 

wobei wir zur Abkürzung 

C-^-la^^a, C+lß^b, C+fy = c, .... (11) 

setzen wollen. Nach Formel (1) und (4) ergiebt sich nun unter der 
Voraussetzung, dass nYariable vorhanden sind 

f f f '(^) '(j) '(I) ••••,, 

I I I • • • dxdy dz .... 

•'o •'o •'o (}c+M+ßy+Y^+ ...)'* 

= fv-A / «'*'*"*« (a + ft)(A+Ä)(c + /0 ....ei«. (12) 

Der Werth des Integrales rechts kann immer angegeben werden; 
denn durch Entwicklung des Produktes (a + ft) (6 + ft) ... reduzirt 
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sich das Integral auf eine Reihe anderer, welche unter der gemein- 
schafllicben Form 

yy— 1 *t i 
t € (It) dt 


stehen, worin s eine positive ganze Zahl bedeutet. Andererseits ist 
aber das vorliegende Integral 

dv «/. dv 



und diese Differenziation ist leicht auszuführen-, wenn man successive 
immer den Satz anwendet: 

drw r . . ««reo 



S. 19. 

Nicht immer sind, wie in den bisher betrachteten Integralen, die 
Gränzen für die einzelnen Integrationen unmittelbar bestimmt, im 
Gegentheil kommt sogar bei den meisten vielfachen Integralen und 
zwar fast bei allen denen, auf welche man in der mathematischen 
Physik stösst, der Fali vor, dass nur eine Bedingung angegeben ist, 
welcher die Variablen der Integrationen genügen müssen. Will man 
z. B. den kubischen Inhalt einer Kugel HMt dem Halbmesser r nach 
der Formel 



///^^* 



dz 



bestimmen, so muss man die Integrationsgränzen so bestimmen, dass 
X, y, z keine anderen Werthe annehmen, als solche, welche die Be- 
dingung 

x" + if + i"" < r* 
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erfiillen; denn wenn wir uns x^ y, z als Coordinaten irgend eines Punktes 
denken, so darf sich die Integration (Addition der Elemente) nur auf alle 
die Punkte des Raumes erstrecken, welche nicht ausserhalb der durch 
die Gleichung a:* + y* + z* = r* charakterisirten Kugelfläche liegen. 

Im Allgemeinen ist nun die Reduktion von dergleichen vielfachen 
Integralen viel schwerer als die von solchen, in denen die Gränzen 
unmittelbar bestimmt sind; es giebt aber eine Form derselben, bei 
welcher diese Reduktion durchaus keinen Schwierigkeiten unterliegt, 
die gedachte sehr allgemeine Form ist nämlich folgende 

S = 1 1 1 .,. X y z ... f{x + y + % + .*.) (Ix dy dz.,. (1) 

in welcher x, yy z, .•. alle diejenigen positiven Werthe annehmen 
sollen, die der Bedingung 

^ + y + ^ + ... ^ »c (2) 

Genüge leisten. 

Setzen wir zuvörderst nur zwei Variable x und y voraus, so ist 

S=Jlx y'"~ f{^ + y)dxdy 

</ 

und wenn wir das Integral in der Form 



S =: Jx ^ /?/'" f(^ + 



y)dy 



darstellen, so sind die Werthe, welche y annehmen kann, offenbar in 
dem Intervalle y = bis^=sx — x enthalten, nachher aber steht dem 
X noch der Spielraum von a: = bis Är=x offen; in der That er- 
füllen auch jedes y zwischen und x — x^ und jedes x zwischen 
und x die aufgestellte Bedingung. Es ist demnach 



je— >ap 



x dx I y f(x + y)dy. (3) 

In so fern das nach y genommene Integral eine Funktion von 
X und X aliein darstellt , möge hier zur Abkürzung : 
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./ y fi'' 



+y)djf = F(x,*) (4) 

u 

sein, so dass 



= Jj * F(x, 



S =z I X Fix, jf) ftr (5) 

wird. Durch Dififerenziation dieser Gleichung unter Berücksichtigung 
des Satzes: dass* für 






und von x abhängige a und 6, 









ist^), ergiebt sich in unserem Falle 
dS 



S = "'-* ^c. •) + P- '-^ "- 



*) Giebt man in der Gleichung 

S =: I 0(a:,}()da: 

dem IC einen Zuwachs ^x, so werden, weil a and 6 von » abhängen sollen, 
etwa a «f ^a und b-^ /db an die Stelle von a nnd 6 treten und 5 wird um JS 
zunehmen. Hieraus folgt 

/b+Jb ^b 

0(x, X + J%) dx — J 0(x, x) dx . 

Zerlegt man das erste Integral in die drei anderen 

— I 0(x, x+Jh) dx + / 0{x, x+Jx) dx+ I 0(x, x + Jx) dx 
und dividirt nachher mit Jn, so ergiebt sich leicht: 
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Aus Nr. (4) folgt aber unmittelbar 

rt/ \ ä\ dF(Xy Jt) , .m— 1 _ ^ 



dx 



Jk zix -^ 



I (Di 



'^0(x,x+Jk) — 0(a:,K) 



(A) 



Ja ^Jk 



Setzen wir das anbestimmte Integral 

jO(x,}c)dx = y(a:, h) 



(B) 



so ist 



^-* 



/ 0\ 



^6 ' J» 



and darch Uebergang znr Gränze für unendlich abnehmende J» nnd /tb 



h 

nach Formel (B) igt aber 



und nach dem Vorigen 

1 r^"^* 

^'^ jrij «^(^> x + z/x)rf^i; = <D(6,x) ^. (C) 

Ebenso ist 

^^ Jij ^^"^^ >t + ^»)dx = 0(a, x) ^ • (D) 



a 



Berücksichtigt man endlich, dass unter den bereits auf S. 6 angegebenen 
Umstanden : 
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und also nach dem Vorhergehenden 



dS 
dx 



= I x' *(«— a:)" ^f(x)dx 

Ja 



oder wenn man x = »s setzt 

«^5 



^ = * A«)y * (1—*) di 



und umgekehrt 

wo nun die Constante so bestimmt werden muss, dass fär x = 0, 
5 = wird (gemäss Nr. (5)). Es ist mithin 

nt) r(m) f i+^i 



oder auch wegen der Bedeutung von S und wegen der Gleichgültigkeit 
des Integrationsbuchstabens 



J ^ ^^ J / W(^ + y)dy 







(«) 



r{l+fn) J ^ 



U,n jy^^> "+^"1- ^-- -> dx = £^^ dx (E) 

ist, und geht mit Benntznng der Gleichangen (G), (D) und (£) in (A) zur 
Gränze für unendlich abnehmende Jx über, so ergiebt sich unmittelbar die im 
Texte angeführte Formel. 
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Etwas rascher gelangt man zu demselben Resultate, wenn man 
in dem Doppelintegrale 



J J^ y" fip^+y)^^ 



dy 



erst y = * — X also dy=idt und nachher x==:ts^ also da: = td$ 
setzt, wofür man kurz sagen kann, dass x-if'it, ^ = (1 — s)t genora- - * / 
men und in der ersten Substitution s in der zweiten t als neue Ver- 
änderliche betrachtet worden ist. Es wird dann 

ffx''V^'f{x+y)dxdy==ff/'\l-^sf''^ . 

= /'"'(l ^sf^'ds ft'^"'^' m dt , 

* Die Gränzen für t bestimmen sich durch die Gleichungen ^ = 
undy=:jc — x, die hier in (1-— <)f = 0, (1 — «)< = x — st über- 
gehen, woraus i^=:0, ^sx folgt; die Gränzen für s ergeben sich 
aus den Gleichungen :i: = 0, x=^% oder /« = 0, /5=:x, nämlich 

X 

<=z=0, 5=s— , oder weil t nach Ausführung der ersten Integration 

den Werth x angenommen hat, « = und 5 = 1. Mittelst dieser 
Substitutionen kommen wir auf die Formel (6) zurück. 

Betrachten wir jetzt den Fall eines dreifachen Integrales, oder 
S = Jx" dx J y"'' dy J z"^ f(x + y + z)dz 

^ + y + 2: ^ « 
so kann erstlich x das Inter?all bis x durchlaufen, dann müssen 

aber y und 2 so gewählt werden, dass y + ^^x — x ist; bezeichnen 
wir X — X zur Abkürzung mit k , so befinden wir uns mit den Inte- 

grationen in Bezug auf y und z fnr y + z'^k ganz in dem Falle, wie 

früher mit den Integrationen in Beziehung auf x und y tar x + y ^'x. 
Es ist demnach 

S = J J"^ dx J y"^^ dy J ^"^ f{x + y + z) dz . 

000 

7* 
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Das Doppelintegral 



/m— 1 , r »— 1 






lässt sich aber nach der so eben entwickelten Regel Nr. (6) auf das 
einfachere : 



r(m) 
r{m 



§ 



reduziren und wegen x'==if — x wird nun 

und bei nochmaliger Anwendung derselben Regel 

_ r(n,)r(«) . r(/)r(m+«) r" i+«.+-,i 

r(»i + n) r(/+m + «) ./, '^^ 

oder wenn man wieder < Air m schreibt 

r(/+iii + n) J^ 

Man übersieht leicht den Fortgang dieser Reduktionen. Bei vier 
Variablen x^ y, z, s , z. B. wo 



sein soll , kann man erstlich x von bis x gehen lassen , und muss 

dann y, ;r, s so wählen, dass y+« + <^«-^^ ist, wobei x — x=k 

sein möge. Um nun wieder die Bedingung y + z + s'^k zu erfüllen, 
giebt man y alle Werthe von y = bis y==ic' und wäl^ ;: und s so, 

dass z + 5 ^ x' — y ^ X ' bleibt, wo x" zur Abkürzung dient. Endlich 
lässt man z von bis k" gehen und setzt < = x" — z. Es ist dem- 
nach bei vier Variablen für: 
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X — X 



= X , X —y = X 



ff 






S s= I X dx I y dy j z dz J $ ^(^+y+*+*) ^* 

*^0 *^0 *^« ^0 

und wenn man das dreifache Integral in Bezug auf ^, ^, t nach 
Formel (7) und das nachher tU)rig bleibende doppelte nach Formel (6) 
reduzirt, so ergiebt sich 

.c _ r(i) r{m) r(n) r(p) r t'^'^^''^'^' f(t) dt 

m+m + n+p) J, ^^^ 

und überhaupt gilt die allgemeine Reduktionsformel: 



I I I , •, X y z"~ . . fix+y-^-z + ..)dxdydz ... 

\ (8) 

wobei die Integrationen sich auf alle die positiven x, y, z, ... er- 
strecken, welche der Bedingung 

a: + y + t + .... ^x (9) 

Genüge leisten. 

Eines der einfaclisten Beispiele für dieses sehr bemerkenswerthe, von 
L i u V i 1 1 e gefundene Theorem giebt die Supposition /*(a:+y +2+...) = 1 ; 
wendet man auf der rechten Seite die Relation f* jr(^) = -r(l + f*) 
an, so wird 

///... o? y ^ ^ . ,. dxdydz . ». 

_ r(Q r(m) r(n) — i+m-i-ii+-.. 

— r(l+l+m+n+ ...) * 



Für 



^ = (t) ' » = (t) ' " = (t) ' • 



und X = 1 ergiebt sich hieraus leicht : 
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/// 



. . . 5 fj C . . . a§ ttjy af . . . 



' pl gtn rn 

_ ab c r(t)r(m)r(n) .... 

pqr * r(l + /+m + n+ ...) 

wobei die Bedingung 

(I)' + (!)'+ (4)'+ -ä- 

erfüUt sein muss. Schreibt man noch a:, ^, z für $, 17, C und 

— , — , — , ... für /, m , n , . . . , so gelangt man zur folgenden 
pqr 

Formel : 

///...o: y 1 . . . djcdydz . . . 

1-. r(-i-) r A r(-) . . . }(io) 

a b c ... ^ p^ q' ^r' ' 

- vv'- ■r(i + -i + i!^ + -^ + ...) 

wobei sich die Integration auf alle positive, die Bedingung 

(v)'+(i)'+(7)'+-ö' (U) 

erfüllende x , y, 2, .. . erstreckt. 

Die soeben aufgestellte Formel dient zur Auflösung einer grossen 
Anzahl von Aufgaben über die Bestimmung der Volumina, Schwer- 
punkte und Trägheitsmomente verschiedener Körper; so giebt z. B. 
die Formel 



/// 



. .. "«« ^<7> '"ij' ''<t) 

V p q r 



den Inhalt desjenigen Raumes au, welcher von den positiven Theilen 
der Coordinatenebenen und der durch die Gleichung: 
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(:)'+(i)'+(7)'=' 



charakterisirten Fläche begränzt wird. Sind p^ q, r gerade Zahlen 
oder Brüche, welche dergleichen zu Zählern^haben, so ist jene Fläche 
eine geschlossene, die durch die Coordinatenehenen in congruente 
Octanten zerlegt wird , und dann ist der blos Yon der Fläche einge- 
schlossene Raum das Achtfache des obigen Ausdrucks. So findet man 
z. B. für pä=: 9 =:r = z, dass ^abcn der cubische Inhalt eines EUip- 
soides mit den Achsen a, 6, e ist, und ebenso leicht, dass der von 
der Fläche 



&' + a)' + ii)' - • 



begränzte Raum durch 






da: 



/dx 



abhängt, welches auch zur Rektifikation der Lemniscate dient. 

Durch Einführung neuer Variablen kann man übrigens die gefun- 
dene Gleichung 

« • 

X dx l y dy I 1 dz,.. 1 v f(x + y + . . . + d) rfü 

_ r(/)r(m)r(n).... r(s) r/+«+«+...+--i^,,,^ 

noch auf eine andere ebenso elegante als brauchbare Form bringen. 
Setzt man zunächst a;=:x — $ und berücksichtigt, dass überhälipt 
immer 

rV(x)dx = f ^(jr — g)ce 
ist, so geht die linke Seite in: 
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j (t—l) c/5 J y^ dy J %" dz ... J /"" A«— S+y+ - +») rfo 

^ 

über. Für y = 5 — ^ > wo nun i; die neue Variable und 5 constant 
für die Integration nach 17 ist, wird hieraus 

j (x— 5)'""^dg y (?— i7)**~^d^... yi>*~*/Xjc— ^+^+... + t>)do 



führt man überhaupt statt der früheren Variablen or, y, z, . . .. ti, v 
die neuen $, 17, C» ••- X^» ^ ^i^» welche mit jenen durch die 
Gleichungen 

verbunden sind, so ergiebt sich ohne Schwierigkeit 


_ r(t)nm) ....r(s) /^i+«-H..+^i 

Setzt man weiter /*(« — «)«=: <&((»), also f(f)sm0{H — Q und 
subsütuirt auf der rechten Seite statt t die neue Variable x — r, so 
gelangt man zu dem sehr eleganten Theoreme: 

) (12) 

Von besonderem Interesse ist hier der Fall 

/+m-|-n+... + <=l (13) 

in welchem wir 



Jo(T)dt = 9)(t) 
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setzen wollen, woraus <D(T) = y'(T), also auch <D(a>) = 9'(<o) folgt. 
Es wird dann: 

= r(i)r(m) ... r(s) (^w - g>(o)] 

und da hier x eine ganz willkührliche Grösse bezeichnet, so dient 
diese Formel u. A. auch um eine willkührliche Funktion q>(x) in ein 
vielfaches bestinmites Integral zu verwandeln. — Reduzirt man die 
verschiedenen Variablen auf zwei , so wird m = 1 — / 

* 

und hierin spricht sich ein zuerst von Abel auf anderem Wege ent- 
wickeltes Resultat aus *). Man kann dasselbe auch in etwas anderer 



*) In Cr eile's Journal Bd. /. 8. 153 beweist Abel zuerst den speziellen 

Fall 9(k)=:k", was mittelst der Substitationen 17 = £9, ^ssxtf sehr leicht ist. 
In der so entstandenen Gleichung 






a 

X 



sieht nnn der Verf. a als variabel an, mnüipUzirt beiderseits mit /(o) da, inte 
grirt nach a zwischen wUikührlichen Gränzen nnd setzt dabei 

Jx^f(a)da = (p(x) also J af/*'^^ f(a) da = qf'(fj) 

wodurch er ebenfalls zum allgemeinen Theoreme gelangt Diese Ableitung ist 
jedoch nicht streng, da man nicht voraussetzen darf, dass sich jede Funktion 
tpQu) durch ein bestimmtes Integral von obiger Form ausdrucken lassen muss, 
oder mit anderen Worten, es fehlt der Beweis, dass die Gleichung 



9(«) = / 






worin /(^) eine noch zu bestimmende Funktion von & bezeichnet, für jedes 
gegebene ip(*) auflösbar ist. 
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Form darstellen, indem man sagt: sind zwei Funktionen q) und yj so 
mit einander verbunden, dass 



/ 



ist, so erhält man umgekehrt 9 durch xp ausgedrückt mittelst der 
Formel 

V (x) _ y (o) = '-^' f'(H - 1)'~* V (S) <«S . (16) 

Der geniale, leider zu früh verstorbene Urheber dieses Theoremes 
macht hiervon eine sehr nette Anwendung auf das dynamische Problem 
von der Bewegung eines schweren Punktes auf einer gegebenen Curve. 
Denkt man sich nämlich in einer Vertikalebene eine Curve construirt, 
durch den tiefsten Punkt derselben, der als Coordinatenanfang genommen 
wird, in vertikaler Richtung die Achse der a: gezogen, so wird der- 
jenige Bogen der Curve, welchem die Abscissen x=:0 und a;=ih 
entsprechen (dessen Projektion auf die Abscissenachse =A Ist) in 
der Zeit 

, = -L- /"_^ (17) 

durchlaufen, in welcher Gleichung ds das Bogenelement der Curve, 

ds 
also ^ die momentane Geschwindigkeit des Beweglichen im P-unkte ary 

und g die Beschleunigung der Schwere bezeichnet. In dieser Formel 
ist nun s als Funktion von x gegeben etwa « = 9 (or) und man findet 
die Abhängigkeit des t von h etwa t=z\fj{Ji). Kehrt man nun die 
Aufgabe um und verlangt diejenige Curve zu finden, für welche die 
Fallzeit t eine gegebene Funktion von h ist, so muss man umgekehrt 
8 durch t oder 9 durch ip ausdrücken. Vergleicht man (15) mit (17), 

indem man ^ = 0:, 5 = ä, /=^ und (p{x)\yfag für q^(jxi) setzt, so 
wird ^(5) = V/(A)=:« und die Formel (16) giebt jetzt 

^(.(x)-9(o)} = -/^^=- 
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oder wenn man d; filr das beliebige x schreibt und bemerkt, dass fQr 
orssO sich der Bogen (f{x) annullirt 






dh 
oder 



wobei X constant für die Integration nach h bleibt. Hat man auf diese 
Weise « als Funktion yon x bestimmt, so kann man nachher die 
Gleichung der Gurre in rechtwinküchen Goordinaten raittekt der 
Formel 



=A\/W^ 



entwickehi, wobei die untere Integrationsgränze sich aus der Bemerkung 
ergiebt , dass für :p =s auch y ss sein muss , weil in diesem Falle 
schon « = war. 



$. 20. 

Die erste unter den Methoden, welche yorhin zur Reduktion des 
Doppelintegrales 

« ~* dx J y"~* A*+V) «'y 

dienten y eignet sich vorzüglich zur Transformation aller unter der 
allgemeinen Form 

S^ J dx jdyf{x,y) (1) 

stehenden Integrale mad diess ist in so fern von Werlh, als das Problem 
der Gomplanation yon Oberflächen immer auf solche Integrale führt. 

ScUoBilch, Andyt Stsdiiea. 8 
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Wir sehen nämlieh S als eineQ speiieUen Fall dea allgemeiaeren Inte- 
grales 

/%* _« (Xf x} 

T^ J dx Jdyf(:f,i) (2) 

an, worin x eine wülkührlich in <p(x) eingetragene Ck)n8tante l^e- 
zeidmet; zugleich setzen wir yoraus, dass die yerallgemeinerte Funktion 
if (x, x) für X = 1 auf 9 (x) zurückkomme und für x = k sich an- 
nullire. Nehmen wir zur Abkürzung 



d»f(pf,j,y^ F(;t,x) (3) 



ako 



/ F(^. «) 



djp 



so ergiebt sidi jetzt durch partielle DijOTereimation in Bezug auf x 



-..,..,+ /-^^w,,,. 



(4) 



Zufolge TOD Nr. (3) ist abec 



Die Substitution beider Ausdrücke in (4) giebt jetzt 



oder 



T = fdK y*/t*, ,(x, «)J (^^^^ dir + Oma. 
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Ninamt man ic==sly « = 0, subtrahirt die beiden bo entstehenden 
Werthe des T von einander und bemerkt dabei , dass für x ss 1 das 
Integral 7 in iS und ffir ic «aB in Null übergeht , so wird 

S^fdMff{xM'',»)){^^^)dx. (5) 

Es ist selir leicht, dem nach x genommenen Integlrale ebenfalls 
die Gränzen und 1 zu yerschaiTen; in der That bedarf es hierzu! 
nach Ausführung der durch 

f d4p{x,u) x 
^ dit ^ 

angedeuteten partiellen Differenziation , nur der Substitution xsssxd-, 
wo ^ eine neu6' Variable bezeichnet. Man hat dann das mit variablen 
Integrationsgränzen yersehene Integral in (1) auf ein anderes mit con- 
stauten Integrationsgränzen zurückgeführt und diess ist für die Re- 
duktion des fraglichen Integrales deshalb ein wichtiger Schritt, weil 
in der neuen Form die Anordnung der Integrationen derWillkühr über- 
lassen wdrdeti kann* Um bierron gleich ein degantes Beispiel zu 
haben, wollen wir yoraussetzen , dass sich in dem Integrale 



« = fff{p^.y)dxdy 



die IntegratioHeni auf alle positiven, die Bedingung 

^ + y*^l 
erfüllende x und y beziehen sollen, woraus 

q^{x) s= /l — a? 
folgt. Setzen wir nun 

so genügt die veraUgemeinerte Funktion ^(a:, x) den Voranssetzungen 
^(o;, l)=ss9)(jr), 9(x«x) = 0; zugleich ist 

V dK ' y/K^ — x" 



116 Cap. IV. 

und mithin nach Nr. (5) 






woraus für a:=sx^ folgt 

oder auch durch Umkehrung der Integratronsordnung 

Man wird gleich übersehen, dass es unzählige Fälle geben wird, 
in welchen sich entweder in (6) oder (7) die erste Integration beweiii- 
stelligen lässt und in aUen diesen Fällen führt man die Complanation 
auf eine Quadratur zurück. Nimmt man beispielsweis 

so ergiebt sich auf der SteUe aus der Vergletchung der beiden Wertbe 

von S 
1 

Setzt man zur Abkfirzung 

i8»** + o»(l— ^) = «» (9) 

und führt eine neue Variable zssx* ein, so erhält man anmittelbar 



ffdxdy ^lEZ^ES. (für ;r» + y» < 1) 



^ 
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wie man durch Ausführung der Integration nach % ohne Schwierigkeit 
findet Statt nun für oi seinen Werth aus Nr. (9) zu substituiren , be- 
halten wir diese Grösse gleich als neue Variable bei und entwickeln 

A9 : /l— ^* mit Hülfe von w. Aus Nr. (9) folgt dann 



_ AT— ^ 



woraus d%^ und ^1 — ^ leicht abzuleiten sind. Berücksichtigt man 
endlich .noch in Nr. (10) die Formel 

€7^ 






so erhält man ohne Schwierigkeit 



fp^d»^^^^^^ (für 0^+3^ ^1) 



.ß 



=, « + » f\ ^-'^ /(!+!?) d^ . (11) 

4 ^ 4 J /(«,«_a»)OJ»-»») ^1-«' ^ 

Diese elegante Fonnel dient zugleich mr Ck>mplanation des drei- 
achsigen Ellipsoids. Wendet man ninüich die allgemeine Complanations- 
formel 



r-//*A/. + (|)-<)- 



auf den Fall an, wo 



oder 



(t)' + (f )' + (!)■ - ■ 



{ = ./,_ (!)■ - (i)- 



ist, setzt zur Abkürzung 
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und dehnt die Integrationen so aus, dass (7 die FUcfae des von den 
positiven Theilen der Absdssenachsen . durchschnittenen Octanten des 
Eilipsoids darstellt, so findet man 



ü= ffd^dti 




m - (?) 



' - (i) - m 



unter der Bedingung 



(4)" +■ («■ s > 



wie man leicht aus einer einfachen geometrischen Betrachtung abnehmen 
wurd. Für £ss=aa:, ^ = % vvird hieraus 

und mithin wird nach Formel (11) die Oberfläche dnes Octanten des 
dreiachsigen Eilipsoids durch 

ausgedrückt Dabei. sind a und ß die beiden Excentridtaten des Ei- 
lipsoids und' zwar, wenn a^6>>€, m die kleinere, beide aber ächte 
Brüche« Dass dieselben in unserer Formel zugleich als Gränzen des 
nach m genommenen Integrales auftreten, ist eine eigenthümliche Er- 
scheinung« 

Weitere Details über diese Methode 'zur Reduktion doppelter Inte- 
grale würden hier um so überflüssiger sein, als wir namentlich im 
zweiten Theile dieser Schrift viel allgemeinere und expeditivere BCttel 
zur Reduktion solcher vielfacher Integrale, in denen willkührUche Funk- 
tionen vorkommen, aufzeigen werden. 
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$. 21. 

Die Hauptschwierigkeit bei der Behandlung derjenigen yielfachen 
Integrale 9 in denen die Integrationsgränzen blos durch eine oder meh- 
rere Bedingungsgleichungen bestimmt werden, besteht, wie man aus 
dem Gedankengange der vorigen Paragraphen leicht abnehmen wurd, 
darin, dass hier die Aufeinanderfolge der Integrationen unabänderlich 
vorgeschrieben ist, indem die Integrationsgränzen für die erste Variable 
Funktionen der zweiten Variablen, die Gränzen für diese wieder Funk- 
tionen der dritten Variablen etc. und erst die Integrationsgränzen für 
die letzte Variable (früher jt) constante Grössen sind« Diese feststehende 
Ordnung beraubt uns der Möglichkeit, eine Umkehrung der Integrations- 
ordnungen vonranehnen, welche nur bei dordiweg constanten Gränzen 
anwencK^ar , dann aber audi «nes der mächtigsten Hülfemittei zur Ver- 
werthung vielfacher Integrale ist. Es drängt sich daher von selbst die 
Frage auf, ob man nicht durch irgend einen Kunstgriff das fragliche 
viel&cbe Integral in ein anderes verwandeln könnte, dessen htegrations- 
gränzen constante Grössen und womöglich und od oder — od und 
-^ <x> sind, w^ man viele Integrale der letzterea Art kennt Diesen 
Gedankem hat Lejeune Dirichlet auf die folgende ebenso einfache 
als geniale Weise ausfiUurea gelehrt *). 

Vm moesk bestimaien nidU zu cemplizirten Fall voc Augen au 
liabe»> sei 

S = ///••• ^(^f y, Zj * ' •) dx dy dz . . . (I) 

das gegebene vielfache Integral, worin die Integrationsgränzen unter 
Voraussetzung positiver ^,^y, z, ••• durch die Bedingung 

^ + y + * + -. < 1 

bestimmt werden mögen. Gesetzt nun, man könnte ein Integral 

ß 
f{im,o)dm=iSl (2) 



/. 



*> M. 8. Akhandbmgen der K^ Akademie der Wisseneehaften zu 
ßerlüi; mte dem Jahre 1630, ersohienea 1841, 8.. 61 der maihematieehen 
Aifhandiungen^ 
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auftreiben 9 dass fiir alle Werthe der darin enthaltenen willkührlichen 
Constante ir, welche unter der Einheit liegen, Sisssl dagegen für aUe 
cr>>l, i2=:0 wäre, so würde man weil der erste Fallo<^l mit 
der Bedingung a: + y + z+ ... ^1 conform ist, auch sagen kön- 
nen, dass 



/ 



r 

ß 

f((o, x + y + z + ...)dwss 1 oder = 



ist jenachdem 

^ + y + « + -«- < 1 oder > 1 

ausflllt, und dabei würden ar, y, z, ... natürlich als willkührliche 
Constanten in Bezug auf die Integration nach m erscheinen. Betrachten 
wir nun das Integral 

•y = ///... F(ar,y,a;,,,.)dirc^ dz... / /*(«, a:+y+z+...)d« 

so erhellt auf der Stelle, dass es mit S so lange identisch ist, als 
x + y + i + ..*^\ bleibt, dass es aber verschwindet, sobald 
^+y'l'' + «'«^^ ausMt. In dem Falle endlich, wo ;r+y+^ +•••=! 
ist, annuliirt sich das Integral yon selbst, welchen Werth auch der 
Faktor Si haben möge, weil es sich dann auf eines seiner unendlich 
abnehmenden Elemente reduzirf^). 



*) Handelte es sich z. B. um die Gnbatur des EUipsoids, so wäre das 

Integral J J J ^ ^y ^* »e zn nehmen, dass J~A + /-|-^ + ( — \ ^ 1 

bleibt, d. h. es wären alle diejenigen KOrperelemente zn addiren, deren Coor- 
dinaten x, y, x, die obige Bedingung erfallen. Von diesen Elementen liegen 

die, welche der Umgleiohnng f— ^ + f^\ + / — j < 1 genügen, in- 

tm % ml % M SC ^ 

n erhalb der begränzendenPläohe, und die, far welche ^— j "^ (t) *^ v ) ^^ 

wird, an f der genannten Fläche. Da man sich aber die Elemente als anendlich 
abnehmend zn denken hat, so bilden die Elemente der letzteren Art die begrän- 
zende Fläche selbst and liefern keinen Beitrag znm Volnmen des fraglichen 
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.Aus diesem Allen zusammen folgt, dass S' immer denselben Werth 
behält, man' mag nun die Integrationen nach den Gränzen verrichten, 
welche der Bedingung a? + y + z + ... <C 1 genügen, oder nach an- 
deren und zwar grosseren; man kann daher auch behaupten, dass 

S' = / / / ... F(Xj y^Zf.)dxdydz,.. 1 f(Wj a?+y+2+,..) dw 

ist; denn denkt man sich das Integral in seine Elemente zerlegt, so 
scheidet der Faktor £i von selbst alle diejenigen Elemente aus, für 
welche ^ + y + 2j+...>l wird. Da nun ausserdem jS' = S ist, 
so haben wir 

/ / / ... F(x, y, z, , . .)da;dydz ... 

^oc ^oc ^oe ß } (3) 

= / / / .„F{Xjy^Zy„.)dxdydi„. j f((o,X'^^'\'Z'\'...) da). 

Hier steht nun zwar auf der rechten Seite eine Integration mehr^ 
aber dieser Nachtheil wird durch den Vortheil constanter Gränzen weit 
aufgewogen. 

Da nun Alles darauf ankommt > ein Integral ii von den obenange- 
gebenen Eigenschaften zu haben > so müssen wir uns zunächst nach 
einem solchen umsehen. Es ist aber für lediglich positive c 



r 



dt = -^ (4) 



t 2 



und hieraus ergiebt sich leicht: 



Körpers, oder es Ist JJ^f^^^ rf« = 0, sobald (y) + iA\ +(7) = * 
wird. Ganz ebenso verhält sich die Sache mit den Integralen $ und 5', so 

dass es einerlei ist, ob man die Bedingung a;4-3H-«-f'—< 1 oder xH-yH-s-1*-= 1 
aufstellt. 

8* 
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/^ rin bt cot at , J_ /* tm{b+ii)t-\- än(b — «)< ., 






= Ty — « — * + tJ — r- 



-«>* 



folglich in dem Falle 6 ]> a jedes der lotegrale rechts = -^ und 



/ 



oc 

sinbtcosat .. « -^ 
^ cft = Y> ^>«- 





Dagegen wird für 6<a 
r"" sinbtcosat _ J_ r* <in(a+ 6)^ ^^ _ J_ C^ sm{a^b)t ^^ 



und da hier a — 6 positiv ist, 

je 



/ 



sinbtcosat ,. rv , ^ 
dt = ^ .b<^a 



Setzen wir noch 6=1, a = iy, « = ii> so folgt: 



^ 1^ sinw 

n J ^ fo 



cos awdü) =s l für a <^ 1 
= „ a>l 



(5) 



und also erfüllt das vorstehende Integral die Bedingungen, welche dem 
£i auferlegt waren '^), und wir haben denmach zu Folge der Glei- 
chung (3) für: 



*) Die Anffipänng des Integrales Jl, welches Lejenne Diriohlet sehr 
passend den Diskontiniiit&tsfaktor nennt, steht hier noch als ein ver- 
einzeiter Kunstgriff des Calcäls. Dagegen werden wir im zweiten Theile dieser 
Schrift zeigen, wie sich dergleichen Faktoren in beliebiger Menge entwickeln 
lassen nnd dass es namentlich sehr leicht ist, ein Integral anzugeben, dessen 
Werth eine ganz beliebige Funktion /(a) oder Null ist , Jenachdem a innerhalb 
oder ausserhalb eines gegebenen Intervalles X bis » fällt. Der obige, bis Jetzt 
der einzige bekannte, Diskontinuit&tsfaktor erscheint dann nur als die einfachste 
Spezialisirung /(a)=I, AsO, x=l. 
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die Formel: 



JJJ *" ^(^»y» *' ...)dxdydz 



' ifff 



. . . F(jr, y , z , , . ,) dx dy dl 




nn w 



cos (^ + y + « + . . .) « c/cu 



Bemerkt man nocfaj dass cos ata der reelle Bestandtheil von e 
ist (i = V^ — 1), so kann man statt des Vorigen auch sagen, dass 
das Integral: 



///... F(x, y, X, , , .)dxdydi ... 

ar+y + « + ... ^ 1 
die reelle Partie des folgenden ausmacht: 

— I I 1 • • • ^(^> y^ 1^ , ,.) dx dy dx ... 

«/ t/ «/ 



(6) 



PC 

ftl _(ar-|-y-|-s-|-...)M» 



(7) 



1 «tn 



doi . 



Mit welcher ausserordentlichen Leichtigkeit sich dieses sehr allge- 
meine Theorem zur Verwerthung vielfacher Integrale anwenden lässt, 
mögen die folgenden Beispiele zeigen. 

Es sei 

F(ar, y, z, ...) = a; y « ... e (8) 

so würde es sich nach Nr. (7) um den reellen Bestandtheil von : 



B e ... OM 
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— I I ... o: e cte . y € dy „* § 

t/ t/ t/ 

handeln. Statt nun zoerst nach oi und dann nach ;r, y, z, ,.. zu 
integfiren, kann man hier zuvor nach or, y, z, ... integriren und die 
Integration nach co bis zuletzt aufsparen, so dass das Integral in 






-*-(«+«0y, 

C^ . . . • 



Übergeht, wobei jetzt die Variablen ;r, y, z, ... so gesondert sind, 
dass die Integrationen nach denselben sich auf ein bloses Produkt ein- 
facher Integrale reduziren, deren Werthe sehr leicht anzugeben sind. 
Man erhalt nämlich 

oc 

2 I sinto d(o 

-r(or(m)r(»)... i — • ,^^^.,^, 

t/o (fl+wO 

und der reelle Theil hiervon ist der Werth des Integrales 

rrr *-* •»-* •*-* — «(*+y+«+. o , , , 

I I I .. . X y z ...6 ' dxdydx,,* 

für a? + y + z+*" = l> 

wobei nur positive Werthe von or, y, z, . . . vorausgesetzt werden. 
Ist nur eine Variable x vorhanden, so folgt hieraus 



die reelle Partie von 



oc 
— I ^^ </w 

_ j_ /•■'-• 



dx 



und wenn man / + »> + » + ••• för l setzt: 
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die reelle Partie von 



^ I sinio da 

t/o (a + m) 



Ji 1 l-(-m-|-fi-(-...~l 

+ « + -..) J "^ 



r{l+m • - • ^ • * e dx 



und wenn man diess für das Vorhergehende benutzt, so wurd 

rrr ^* «-* •»-* -»a(«+y+«+...) , , , 

1 1 1 '•' ^ y ' ...6 dxdy dz .., 

_ r(0 r(i») r(n) > . . C- i+»+f»+.,-i — «. l /gx 

r{l+m+n+ ...) J 



Aus der Ableitung derselben scheint henrorzugehen , dass dieselbe 
für a = nur dann richtig bleibt, wenn /, m, ti, etc. positive ächte 
Brüche sind; man kann sich aber leicht überzeugen, dass wenn über- 
haupt die Gleichung (9) für jedes positive a gilt» gleichviel auf welchem 
Wege man dieselbe abgeleitet haben mag, sie auch noch fiir a = 
ganz im Allgemeinen ein richtiges Resultat Uefem muss. Lässt man 
nämlich in dem Integrale 

fff • '^'''jT' •. {l-r'^'+^+'-^JAr^... 

a bis zur Null abnehmen, so nähert sich, weil ^ + y + ^ + «<* die 
Einheit nicht übersteigt, auch a(^+y + 2 + **0 und ebenso der 
Faktor ' 

1 — e 

der Gränze Null und mithin ist dann der Werth des obigen Integrales 
s=:0, woraus sehr leicht folgt, dass 

///..• a: y ,,. dxdy , .. 
= JUm 1 1 i *,, X y ... 6 dxdy ».. 
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ist, wobei sich das Zeichen Um auf die unbegränzte Abnahme von a 
bezieht. Wir haben daher auch 



/// 



X y . . . ujc ay , .*. 



_ r(i) r(m) r(n) .... 

~ rll+l+m+n+...) 

und hiermit kommen wir auf die schon im vorigen Paragraphen bewie- 
sene Formel zurück ; die Priorität ihrer Entwickelung gebührt indessen 
Lejeune Dirichlet 



S- 22. 

Eine der elegantesten Anwendungen des so eben auseinander- 
gesetzten Verfahrens, in welcher ebenfalls liie Gammafunktionen eine 
nicht unwichtige Rolle spielen, ist die Reduktion des dreifachen Inte- 
grales 



L- fff dxdydz 



= S (1) 



worin sich die Integrationen auf alle diejenigen positiven oder negativen 
Werthe von or, y, z erstrecken sollen, welche der Bedingung 



2 .„.2 ...a. 



(f ) + (f ) + (i) < ' « 

Genüge leisten. Dieses Integral ist deshalb von besonderem Interesse, 
weil ihm eine unmittelbare physikaUsche Bedeutung zukommt; es dient 
nämlich zur Berechnung der Anziehung, welche ein EUipsoid mit den 
Achsen a, 6, c auf einen irgendwo im Räume gegebenen materiellen 
Punkt ausübt, vorausgesetzt, dass die Anziehung nach der «^^° rezi- 
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proken Potenz der Entfernung überhaupt wirkt*). Setzen wir zur 
Abkürzung 



/(a:-«)* + (y-/?)> + (i-y)* = r (3) 



*) In kurzen Worten ist die Ableitnng hiervon folgende. Irgend ein Ele- 
ment des Eilipsoids, dessen Dichtigkeit J ist, hat Jdxdjfdx zar Masse, wobei 
w, y, X die Goordinaten des fraglichen Elementes sind. Ist r die Entfernung 
desselben Yon einem bestimmten Punkte, dessen Masse = 1 sein mAge, so zieht 

yi Av A%i /?• 

es denselben mit der Kraft — an and die Richtung dieser Kraft fällt 

r* 

mit der yon r zusammen. Heissen X, /i, r die drei Winkel, welche die Richtung 

Yon r mit den drei Goordinatenaehsen, wofür wir die Achsen des Eilipsoids 

nehmen, einschliesst^ so sind 

J dx dy dx' , J dw dy dz J da dy dx 

CO$X. 2 C09a. ~ C0$¥ 

r r r 

die längs der Goordinatenaehsen wirkenden Gomponenten jener Elementar- 
anziehung. Nennen wir ferner A^ B, C die Gomponenten der Gesammtanziehung, 
welche das ganze Ellipsoid auf den gegebenen Punkt ausübt, und setzen wir 
die Dichtigkeit im ganzen KOrper als gleich yoraus, so ist 



-=-///^ 



dx 

COt¥ 



und hierin müssen die Integrationen so ausgeführt werden, dass man alle Ele- 
mente mitrechnet, die nicht ausserhalb des yom Ellipsoide umschlossenen Raumes 
liegen, deren Goordinaten also die Bedingung 



(f )' + (!)■ + (4)" s . 



befriedigen, wobei man statt ;S: Aach blos ^ setzen kann. Sind nun weiter 

a, /?, ^ die Goordinaten des gegebenen yom Ellipsoide angezogenen Punktes, 
so finden die Gleichungen 

r« = (a-ay + (ß-^yY + (y- «)» 

COtX = , COM U SS -y C09 9 =i 

statt, in denen wir blos auf die absoluten Werthe der Differenzen a—of, /9-y, y— « 
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wobei das Wurzelzeichen immer positiv genommen werden möge und 

(4/ + (# + (4)' = . w 



4 

Rücksicht zu nehmen branchen. Ferner ergiebt sich durch partielle Differen- 
ziation Yon r' nach a 

r dr ess (a— «) da^ oder := j- ■« coi A 

und mithin nach dem Vorigen 

and wenn man die Gleichung 

1 



ir^O 1 dr 



$ — I da ffi da 

berücksichtigt 

d 



-=-^jff'-^"^" 



Da aber die Integrationen nach d7, y, x und die Differenziation nach der arbi- 
trären Gonstanten o yon einander nnabh&ngig sind, so kann man auch umgekehrt 
erst integriren nnd dann differenziren , also 

setzen and wenn man einfacher ^ = 1 , 

-.4,///^-.. 

nimmt, so hat man 

''='57' ^""5^' ^"^Tfy' 

Die Grösse 5 fällt mit dem in (1) aafgestellten Integrale zasammen and ist das, 
was Gaass in seiner Abhandlang: ^.Allgemeine Lehrsätze übei^ die im ver- 
kehrten Verhältnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden AnziehungS' 
oder Abstossungs&räße, Leipzig 1840," das Potenzial der Anziehang resp. 
Abstossnng genannt hat. 
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so erhellt, dass das in Rede stehende Integral mit dem folgenden 



--/// 



dx dy dz f sin w 

— jzi — f cosowdct) 




— oc — flC — oc 



zusammenßUt, weil der hinzugesetzte Faktor alle diejenigen Elemente 

des Integrales ausscheidet, welche der Bedingung a ^ 1 nicht genügen. 
Statt des vorstehenden Integrales betrachten wir noch bequemer das 
folgende 



2 1 / 1 / ^ ^ ^^ I iin ia 



5^_-!L_±_| I I - -y -"■ I 'JZ:Ze'"*da (5) 



— OC — öc — öe 



Yon welchem jenes, also auch 5, den reellen Bestandtheil bildet. 
Durch Cmkehrung der Integrationsordnung wird nun 



2 1 1 sinto , I I l dxdydz 



'•" («) 



— OC — oc — oc 



aber auch hier kann man die Integrationen nach x^ y, z nicht sogleich 
ausführen, weil sich der Ausdruck 

dx dy dz ami 
r 



rr-7ze 



{(x-ay + (y -/?)• + (z-y)'f"^'^ 

nicht in drei Faktoren zerlegen lässt, von welchen der eine nur x, 
der andere nur y und der dritte nur z enthielte. Da nun aber Alles 
auf die wirkliche Ausführung der gedachten Operation ankommt, so 
wollen wir jenes dreifache Integral vorerst für sich betrachten und die 
Gleichung (6) kürzer in der Form: 

SeUoailcli, Analyt Studie«. 9 
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; =5 — — -i- / — 

> n s — 1 J Ol 



CD 



d(ü S (7) 



darstellen, wobei zur Abkürzung 

0m4 



■=-fff^ 



— 4c — OC """ oc 

gesetzt worden ist« Hier bedarf es nur einer sehr einfachen Substitution, 
um sogleich die Integration zu ermöglichen, man muss nämlich -j^i 

selbst in ein bestimmtes Integral verwandeln, was auf folgende Weise 
geschieht. Lassen wir in der bekannten Formel 

X e dx = — ^^« , l>ju>0 
an die Stelle von o:, 6, ^u die Grössen: *, r*, — ^ — treten, so folgt 




r 
oder 



I^'.-"5'= fJ^'r''ä,. .>i=i>o 



-^=— ^-e ^ I » e d», 3>.>2 

und mithin ist unter der Voraussetzung, dass s zwischen 2 und 3 
liegt, 

^(i-*)?« P* ff /** . /** #^ ^,^ 



• ^2 /— oc— oc— oc 
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oder wenn man die Integration nach d' bis zuletzt aufspart 

S^ = \^ j ^^ d^ j I I dxdydire^\ (9) 



— oc — oc — oc 



Zieht man das Produkt der beiden Exponenzialgrössen in eine 
einzige zusammen und substituirt für er und r' ihre Werthe, so hat 
die neue Exponenzialgrösse den Exponenten 

üiüi + r»M = (a* + /J* + /)^i 

+ ((J + ^)^-- 2a*aj)t + ((^ + ^)y* -- 2/^*3^)^ 
und folglich zerfällt diese Exponenzialgrösse in 4 andere als Faktoren, 
Ton denen die erste einen constanten Exponenten , die zweite einen 
blos von x^ die dritte einen blos von y und die vierte einen nur von 
% abhängigen Exponenten besitzt. Da nun hierdurch eine Sonderung 
der Variablen bewerkstelligt worden ist , ' so verwandelt sich das drei- 
fache Integral 



/// 



dxdydze (10) 



— Oc — Oc ^ Oc 

in das Produkt folgender vier Faktoren: 



e 



r 

-oc 



dx e 



j dy e"^ l 

— flC 1 
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wobei sich sämmtliche Integrationen ausfähren lassen, wenn man die 
Formel (17) in §. 13 nämUch 

due = \-je 

in Anwendung bringt, indem man der Reihe nach u = ^, y, x 

. Itf (O w 

k= a^, /?^, yd^ 

selzt. Hat. man so die Werthe der 3 Integrale in (11) bestimmt und 
multiplizirt dann die vier unter (11) verzeichneten Faktoren, deren 
Produkt dem Integrale in (10) gleichgilt, so findet man nach einer 
kleinen Reduktion 



/ / I dxdydz e 



— 3ö — OC -" OC 



e 



wobei zur Abkfirzimg 

gesetzt worden ist. Die Formel (9) gestaltet sich nun wie folgt 



/(5 + ^)(-5+^)(^ + *) 



911 



wobei man statt e kurzer — 1 schreibt. Substituiren wir das ge- 
fundene Resultat mit der Rucksicht, dass: 
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ist, in die Gleichung (7) so wird 

^ yne i nnta I & ad" e 



Von den zwei Integrationen, welche hier verlangt werden, lässt 
sich nun wieder eine auf folgende Weise ausfähren. Man setze &= — , 
WO T eine neue Variable bezeichnet, so wird 

»—3 »—1 

a 2 Ja 2 dr 



2 

T 



ferner 



\f (?+») (^ +»)(?+ ») 



" # + 4)(f + t)(f + I) 



T 



"' \f(l + 5r)(l + f)(l + ^) 



ausserdem geht @ über in 



/»• . y* 



wobei 7 zur Abkürzung dient. Den Integrationsgränzen endlich ^=0 
und &s=^Qo entsprechen jetzt t=s<x> und tsO, die man aber ver- 
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tauschen darf, wenn man dem Integrale das entgegengesetzte Zeichen 
giebt, wodurch es wieder positiv wird. Diese Substitutionen geben 
nun zusammen: 

durch Umkehrung der Integrationsordnung wird hieraus: 



— • Je 

V^ T I T ^ dt 

' ~ r{*^\ J v/Ti+^TTi+IviZi 



C^) l ^(H;;^)(l+,4)(1+^) , ^^^^ 







a> 






und weil hier T in Bezug auf w constant ist, so erhellt sogleich, dass 
sich hier die Integration nach a> ausführen lassen muss. Da es uns 
aber nur um den reellen Bestandtheil dieses Integrales zu thun ist, so 

stellen wir e unter das Integralzeichen und zerlegen 

e in co$ (Tw j-) + i «« (Tta 3-) • 

4 4 



Wir haben dann nach dem Früheren 

,_ /n f ^"jrfl. 



■ (1») 




cos (T(o j) d« . 

3— Y 
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Was nun das Integral nach ta anbelangt, so zerfallt dasselbe in 
die folgenden: 



sn 
cos -T- 

4 



oe oc 

I — — cos Tfadaf + sin— I — ^j- sin Tw dta (lo) 



wobei zur Abkürzung X statt 3 — -^ geschrieben worden ist ; femer 
hat man wieder für T < 1 




cos T(od(a = -^ I "*" ^* , — — dta 



JL / *fa (1 — y) 



-—den 



d. i. unter Anwendung bekannter Formel 




PC 

sin 



f^c» r.*. = jj^ji^ {(. - 1^'- + (, + T,^'\ 



dagegen für T> 1 






<{(0 



+ Y ' --V' I -/<^ ^^, 



__^{_(r-i)^' + (r+ 1)^*1 



femer für T^l: 
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OC 

sinta 

r 



sin Tat dta 



_ Jl^ f^ co8(l-T)a, ^^^ _ 2 f ^cosjl + T) 



— da» 



A-l _ _ X-l 



4r(X) CM|X;r 



1(1 ^ T) - (1 + T) } 



und für T> 1 , 




nnw . - - 
— r- sin Tw da 



_ 1 / co5(r— i)(tf , 1^ /* coj(r+i) 



— ctoi 



Substituirt man diess in Nr. (16) so findet man, dass die dortige 
Summe für T<1 gleich 

sn sn 



4r(X) ) . Xä ^ Xn 



*7r *;r 

■^ 4r(X) 1 . X« u] ^^ + ^ 

•nn-|- c<My 



und für r>- 1 gleich : 
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"""2 *""T1 



Sfl . $71 

"*" ir(X) 1 TTii jüM''"''*^ • 

«n 2- CO* y 



Hieraus findet man sehr leicht mittelst des Werthes X <= 3 — ^, 
dass diese Summe 

" (1 — r)'~' oder = 



2r(3 - -i-) 

ist, je nachdem T unter oder über der Einheit liegt, was wir so zu- 
sammenfassen wollen , dass wir 

%_ 

0(T) (17) 



2r(3 - ^) 

für jene Summe schreiben, wobei 

far 2'<1, 0(T) = (1 — T)^''^ 
„ T>1, <I)(T)= 

ist. Bemerken wir nun, dass der Ausdruck in (17) der Werth des 
na(^ a> genommenen Integrales in Nr. (15) ist, und setzen wir xur 
Abkürzung 



.-' 



>f(i+„-)(i + f)(i + ^) 



= F(T) 



so folgt jetzt : 
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S=. -—^ / F(t)di0{T) (18) 

2r(i+i) r(3-|) 

wo es sich nun noch um die Entscheidung von 7'<^1 oder T^l 
handelt. Diese kann sehr leicht auf folgende Weise gegeben werden. 
Der Ausdruck 

ß' ^ r' 






in welchem j von bis oo gehen muss, bleibt ganz sicher ^ 1, wenn 
schon für T=:sO 

ist, und man hat dann 

2r C+i) r(3-L) A 



Wftre dagegen 



(4/ + (4)' + &' > 1 



«^ ^» - <2»> 



so ist für sehr kleine t auch noch T>>1; wenn aber t unbegränzt 
wächst, so nimmt T continuirlich bis zur Gränze Null ab und folglich 
muss es einen aber auch nur einen Werth Ton t geben, für welchen 
Ts= 1 wird; heisst t, derselbe, so ist er nichts Anderes als die ein- 
zige positive reelle Wurzel der Gleichung: 



o 



1 iOl J^ 



und zugleich wird für t < t, , 7'> 1 und t > t, , !'< !• Zerlegen 
wir nun das Integral: 
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/ F{j)dv 



0(T) 



in die beiden folgenden 



fF{%)di 0(T) + J F{x)diO{T) 

80 ist im ersten Integrale T<;Tp mithin T> 1 und fl)(7') = 0, wo- 
durch sich das ganze Integral annullirt. Es bleibt daher bios das 
«weile Integral übrig, worin t>t,, T<;1 und folglich für 0{T) 
der früher angegebene Werth zu setzen ist. In diesem Falle ha- 
ben wir 

Beide Werthe von S lassen sich, wenn man noch f&r F(r) seinen 
Werth setzt, in der folgenden Formel zusammenfassen: 

i 



2r(l+i) r(3-|) 

/\ (23) 
. ^'"^'^^ (1 - Tf-^ 

worin für die untere Gränze t entweder oder die reelle positi?e 
Wurzel der Gleichung 

a* Ä* y* 



zu setzen ist, je nachdem die Summe 



O + (t) + (f ) 



unter oder über der Einheit liegt. 
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Vermöge des ursprünglichen Werthes von S und der Formel 

können wir nun auch die Gleichung aufstellen: 



///. 



dx dy dt 



worin < die nämliche Bedeutung hat wie oben und sich die Integrationen 
der linken Seite auf alle positiven und negativen Werthe von x ^ y^ % 
erstrecken, welche der Ungleichung , 



(f)' + (i)"+(T)'<' 



Genüge leisten*). 



*) Es ist jetzt anch sehr leicht, die in der vorigen Note betrachteten Com- 
ponenten A, B, C zu bestimmen. Die erste findet man dorch Differenziation 
der Gieichang (23) nach a , wobei za bemerken ist, dass a nar in T vorkommt 
nnd vermöge des Werthes von T 

wird, was sich leicht sabstitniren iässt. 
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Reihen^ welche mit Hülfe der Gammafunkttonen iummirt 

werden können. 

§. 23. 

Von besonderer Wichtigkeit wird uns die schon oft gebrauchte 
Formel 

noch dadurch, dass sich ron ihr ein Tielfacher Gebrauch zur Summirung 
versdiiedener Reihen machen lässt; so kann man z. B. mit ihrer Hülfe 
leicht zeigen, wie man die Summe der Reihe 

4i j all 

o(a + 1) (« + 2) . . . (a + j> - 1) ^ (a+/y) (a+ß+1) ... (a+ft+p-1) 

i" t • • • • • 



findet, wenn die der einfacheren 

A^ + A^u + A^u* + A^u^ + .... 

bekannt ist« Da diese Reduktion eine reiche Quelle von Reihensum- 
mirungen bildet, so möge eine genauere Exposition derselben folgen. 

Vertauscht man in der Formel (1) p und q gegen einander , so 
ist auch 

J, ^ nq+p) 

und wenn p als ganze positive Zahl vorausgesetzt wird 



»(»H-iX^+a) ... (q+p-h 
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und wenn wir das beliebige qsssa + nß setzen und 1.2 ... (p — 1) 
zur Abkürzung mit (p — 1)' bezeichnen 



— Yy I ar (1 — x) da: 



(p-i)' J, 



~ (a+nß)(a + nß + l) .. . (a + nß + p — l) 
und durch Multiplikation mit Au" 






(a + n/J) (« + nj« + 1) ... (a + nfi + p — l) 



Setzen wir in dieser Gleichung n=sO, 1, 2, 3, ... und addiren 
alle 80 entstehenden Glieder, so ergiebt sich 

r— jy y a;"~* (l — xf dx {j, + .4, «/ + ^, (ua; )* + | 



~a(«+l)...(a+j>— l)^(a + /y)(« + /y+l)...(a + /!f+j>-l) 

+ («+2/?) («+2/J+ 1) ... („+2A+P-T) + • • • ^^^ 

< 

Ist nun die Summe der Reihe 

^0 + ^1 «* + ^1 «* + ^1 «* + (3) 

bekannt und heisst F(u) dieselbe, so lässt sich auch die unter dem 
Integralzeichen vorkommende Reihe summiren, vorausgesetzt nämlich, 
dass ß eine positive Grösse ist. Denn wenn die Reihe in (3) über- 
haupt eine Summe haben soll, so muss sie convergiren, und wenn ß 

positiv ist, so wird x <C.^ d. i. <C 1 folglich uaT <^u^ und mithin 

convergirt dann auch die fragliche Reihe auf der linken Seite und hat 

ß 
F(ux ) zur Summe. Diess giebt den Satz : wenn 

F{u) = A, + A,u + A^tf + .... (4) 
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ist, so findet unter denselben Bedingungen, unter welchen diese 
Gleichung besteht, die Relation 

_^.|y / x^ (1—-^) F(iu/)dx 

^ü j A^u 

a(a+l)...(a+|>-l) ^ («+/?)(„ + /?+!)... (o + /y + /> — l) 



S 



statt, sobald /? eine positive Grösse bezeichnet 

Die noch übrige Integration auf der linken Seite kann man in 

vielen Fällen dadurch bewerkstelligen, dass (1 — x) , worin p — 1 
eine positive ganze Zahl ist, in eine nach steigenden Potenzen von x 
fortgehende Reihe verwandelt, wodurch das fragliche Integral in p andere 
Integrale von (fer Form 



/■ 



X F(uxr) dx 



zerßUt; dieses letztere reduzirt sich mittelst der Substitution x =st 
auf das einfachere 



f. 



%^^ F{m) dz 



n. I m 

worin ju zur Abkürzung für — -^ dient. Kann man nun den Werth 

des vorstehenden Integrales finden, so gelangt man bei diesem Verfahren 
zu völhg entwickelten Formeln. 

Ein bemerkenswerthes Beispiel hierzu bildet die Annahme ^1^=1, 
A^^=zy^^ A^;=sy^ etc. wo y^^ y^ etc. die Binomialkoeffizienten des 

Exponenten y bedeuten mögen; es ist dann F(u)=s(l + ü) und 
mithin : 
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1 _, y, « 



~ o(a+l)...(a+p — 1) ^ (« + /»)(«+/»+!)... (a + /?+p — l) 

+ (a+2/i()(« + 2/y+l)...(« + 2/y + p-l) + — ^*^ 

WOZU nun noch die Bedingung !>>«>> — 1 zu fügen ist, weil die 
Reibe 1 + /i « + /i "' "i" * ** « ^^^ ^^^ ^^ ausgingen, nur für solche u 
im Allgemeinen convergirt. Wendet man die yorhin beschriebene Re- 
duktionsmethode hier an, so zerfällt das Integral links in eine Reihe 
anderer unter der gemeinschaftlichen Form 



/ 



J''\l + uzfdz 



stehender, deren weitere Behandlung mittelst bekannter Reduktions- 
formeln sehr leicht ist. So findet man z. B. für o=/9=:l, ys=: — 1, 
p = 3 

(1 + «)' ,., , , 1 3 



M . «* U* 



1.2.3 2.3,4 ^ 3.4.5 4.5.6 



*^' • • • • 



und hieraus liessen sich dadurch wieder zwei neue Reihen ableiten, 
dass man 

t4 = t> {cos Ol + yf — 1 f inctf) , 1 > t> >> — 1 

setzte und die reellen Partieen beider Seiten der Gleichung identifizirte. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dass die Gleichung (6) auch 
noch für tf = + 1 gilt , wenn p + / eine positive Grösse ist ; man 
erkennt diess, ganz abgesehen von der Herleitung der genannten 
Formel, leicht aus dem folgenden Satze: wenn die beiden beliebigen 
Funktionen <I>(ti) und ^(tc) für jeden Werth von ti<<ti, identisch 
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sind und sowohl 0(u) als 'F(ti) für u = u^ noch stetig und endlich 
bleibt, so ist nothwendig auch 0(u^)=V(u^). Denn sollte diess nicht 
der Fall sein, so können nur zwei Möglichkeiten vorkommen: entweder 
nämlich besteht die Gleichung <Z>(«) = >F(ti) zwar bis zur SteUe 
ti=:u, und verliert hier plötzlich ihre Gültigkeit, oder es hat schon 
vorher einen Werth u <:^u^ gegeben, bei welchem die Identität von 
0(fi) und 'F(tf) aufhö^rte. Der erste Fall würde voraussetzen, dass 
eine der betrachteten Funktionen sich für ustf, sprungweis änderte, 
d. h. eine Unterbrechung der Stetigkeit erlitte, was der gemachten 
Supposition der Stetigkeit von <Z>(u) und 'F(u) widerspricht; im zweiten 
Falle gäbe es eine Reihe Werthe von u (nämlich alle zwischen tl und 
u^ liegenden), zwar <iu^^ für die aber nicht <!>(«)= 'F(ti) wäre und 
diess würde gegen die Voraussetzung streiten, dass für jedes 
u<Cu^ (Z>(tt)= ^{u) sein soll. In der Anwendung auf die Gleichung (6) 
haben wir für <2>(ti) das Integral links und für ¥*(«) die Reihe rechts 
zu setzen. Da wir nun o und ß als positiv annehmen, so erhellt 
augenblicklich, dass für positive y das Integral 0{u) sowohl für ti=-|-i 
als für u = — 1 noch eine stetige und endliche Funktion bleibt, ebenso 
für negative y^ wenn u = -|- 1 ist, nur bedarf noch der Fall, dass y 
negativ und ti= — 1 ist, einer besonderen Untersuchung, denn för 
y =5 — / geht dann das Integral in 






^p— 1 dx 

(1-xy 



über und hier könnte allerdings ein Unendlich- oder Unsteligwerden 
vorkommen, weil der Quotient 



für den noch im Bereiche der Integration liegenden Werth o: = 1 un- 
endlich und diskontinuirlich wird. Da nun aber ß positiv ist und x 
die Gränzen und 1 nicht überschreitet, so ist für das ganze Intervall 

der Integration ar^x folglich 

1 ^ 1 



(l-J/>{l-xY\ -T-.^ 



{l — aPf {l — xf 
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und folglich kann das in Rede stehende Integral nicht mehr als das 
folgende 



j'x^-^l-xf^'-'dx 



hetragen, dessen Werth eine endliche Grösse ist, sobald p — / d. h. 
p + r positiv ausdÜU. Was ferner die mit ¥'(u) bezeichnete Reihe 
in Nr. (6) betriOt, so erbellt sehr leicht « dass dieselbe fiir t<s=:+ 1 
convergirt, sobald p + y eine positive Grösse ist; denn zuvörderst 
braucht man Uos zu beachten, dass sie jedenfalls convergirt, wenn 
die folgende 

X 
1 



«(« + !)... (a+p-1) ^ (a + /y)(a + ^ + l) ... {a + ß+p-\) 

y(y+l) 

. hl . 

"^ (« + 2/y)(a + 2/^ + 1) ... (a + 2/? + p-l)^ ••• 

diese Eigenschaft besitzt; die Convergenz der letzteren ist aber leicht 
durch die Bemerkung festzustellen, dass jede Reihe von der Form 

convergirt, sobald 



^H^-i))>^ 



(7) 



wird*), woraus sich in unserem Falle p^ y^l^l^ d. i. wie früher 
j9 + y ^ ergiebt. Nach diesen Feststellungen erhalten wir nun aus 
der Gleichung (6) für ti = + 1 

„ 1 . y. 



a(a + l)...(«+/> — 1) ^ (a + /»)(a + /»+l)...(a + /?+/> — 1) 
"•■ (a+2/J)(« + 2^+l/...(« + 2/J + |,-l) + -- ^®^ 



*) M. t. mein Uandb. d. Difftr. u. Integralr. S. 268. 
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und ebenso für ti a= — 1 



a(a+ l)...(a+p-l) (a +/?) (a + /y+ 1) ...(« + /? +p~l) 

Y 

■^ (a + 2/J)(« + 2/?+l)...(« + 2/J+/,-l)~- W 

wobei aber jv + }' positiv sein muss. 

Die letztere Gleichung bietet noch einen interessanten speziellen 
Fall dar ; wenn nämlich ß = i ist , so giebt die Ausführung der Inte- 
gration links: 

r(a)r(p + y) 

r(p)r(a+p+Y) 



a(a+l) ... («+P-1) (« + l)(a+2) ... (a + p) 



(10) 



■ («+2)(a+3)...(a+p+l) " 

■ 

wobei der Symmetrie wegen r(p) an der Stelle von (p — 1)* steht. 
Spezialisirt man y zu einer negativen ganzen Zahl, so reduzirt sich -die 
linke Seite auf rein algebraische Grössen. 



$. 24. 

Ganz analog den Betrachtungen des vorigen Paragraphen lässt sich 
auch leicht zeigen, wie man aus der als bekannt vorausgesetzten 
Reihensumme 

F(u) = A, + A,u + A^t^ + ... 
die Summe der compli2irteren Reihe 

ableiten kann« Hierzu sind folgende Schritte ndlfaig. 
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Man hat erstlich bei ganzen positiven n 

J ^(r + n) 



^ ß(/i+i)...(ß+n-i) r{ß)r(Y—ß) 

y(y+l)...(y+n-l)" r(y) 

und hieraus durch Multiplikation mit A^ %r 

_ /?(/?+!)(/?+ 2)... (/y + n-1) , 

y(y + l)(r+2) ...(y+n-i) ''•" ' 

Addirt man nun alles Dasjenige, was sich für ns=0, 1, 2, ... 
aus dieser Gleichung ergiebt, so findet man sogleich: 



r(ß)r(r-ß) J. 
• y y(y + i) * 

■ ßiß+l)(ß + 2) 

^ y(y + l)(y + 2) * + •'• ^ ^ 

Ein brauchbares Beispiel hierzu bildet die Annahme 

A = «(« + I)(« + 2) ... (g + n— 1) 

1.2.3 . • . 9t 



woraus 



F(ii) = (i-«r" 



folgt > .wenn man voraussetzt, dass u innerhalb der Gränzen + 1 und 
— 1 liegt. Die Gleichung (1) giebt dann : 



nr) 
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-—.fj-\l-;rf-^\l-u:rr'dx 



r{ß)r{y-ß) 

— 1 j. ?_J?„ j. «(« + !)•/? 0? + !) ^ . 

- "^ l.y "^ 1.2.y(y+l) 

. a(«+l)(« + 2)./?(/?+l)(/g + 2) 
+ 1.2.3.y(y+l)(y+2) « + •- ^^^ 

womit die Summe der sogenannten hypergeometrischen Reihe bestimmt 
ist. — Diese Gleichung lässt sich, ganz abgesehen von ihrer Herleitung, 
auch noch auf den Fall » = 1 ausdehnen, wenn man nämlich a^ ßy y 
so wählt, dass beide Seiten der Gleichung als Funktionen von u be- 
trachtet , für ti = 1 weder unendlich noch unstetig werden. Die linke 
Seite geht nun lur ti = 1 in 

I 



/ 



x^-'il-xT^'-'^'dx 



über und das ist noch eine endliche bestimmte Grösse, wenn y — ß — a 
positiv ausfällt Die rechte Seite von (2) verwandelt sich für u=l in 

1 u. ?JL^ j. «(« + ') •/?(/>+!) . 
'■*-l.y+ 1.2.y(y+l) +'' 

und wenn man auf dieselbe das Theorem (7) im vorigen Paragraphen 
anwendet, so findet man, dass dieselbe (ur y — a — /J+1>1 d. i. 
y — a — /y>0 convergirt, also eine endliche Grösse zur Summe hat. 
Wir gelangen nun durch Anwendung desselben Prinzips wie im vorigen 
Paragraphen und unter der Bemerkung, dass 

•', r(y — a) 

ist, zu der folgenden sehr eleganten und von Gauss zuerst bewiesenen 
Formel: 

r(y) r(y-ß-a) . , a.ß . a(« + 1) .ß(ft+l) 
r(y-a)r(y-/J)— '"^l.y"^ 1.2.y(y+l) 

a(a+l)(a+2).ß(ß^.l)(ß+2) ] 
-^ 1.2.3.y(y+l)(y+2) +**i ^gj 

y>a + ß. \ 
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DdL a, ß, y bis auf die letzte Bedingung willkQhrlich sind, so 
enthält diese Gleichung eine Menge anderer Summenformeln in sich; 
so wird z. B. für a = 1 

= 1 T — "+• "7 — j~T\ • • • • • 



Y—ß — \ ^ Y ^ y(y + l) 

wie man auch auf elementarem Wege finden kann. 

Ein zweites Beispiel für das Theorem in (1) liefert die Suppo- 
sition 

(-1)- 



A. = 



1.2 ... (2n) 
woraus F(u) =: cot y/H folgt und : 



r(y) 



r{ß)r{y-ß)j. 



X (1 — x) CO» ^ux dx 






1.2.y ^ l,2.3.4.y(y+l) 
oder u' für u und ;r = ^' gesetzt 



^y) . .-r-.. ... .- .^^ 



r(ß)r(y-ß) 



L- f »'l^\l-9*r^'cosu» 



1 /?«* I />(/y-H)tt* /?(/?+ 1)0? +2)«« 

* 1.2.y'^ 1.2.3. 4.y(y+l) 1 . 2 .. 6. y(y+l)(y+2) "•" * " ' " 

Hieraas folgt zum Exempel fSr /? = ^ wenn man 2« für n setzt 

,-^^^^^ /(l— *»/"*<»« 2«^«» 

V» Hy— i) *'. 

l.y^ 1.2.y(y+l) 1 . 2 . 3 y(y+ l)(y + 2) "^ 
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Man kann dieser. Gleichung noch ein paar andere. GestaUen . ver- 
leihen, wenn man erst 

^ + 1 , ao ar 

und dann 

/i^ + 3 j aba^ 

nimmt, wo w die Rolle einer arbiträren Constanten spielt. 
Man findet so: 

At+2 __. 3/1+4 

ar o*x 



ab X 
^ ~ (f« + l)(fi + 2) "^ (f* + l)ö« + 2) (2^ + 3) ßfi+J) 

0« + l)(^ + 2)(2^ + 3)(2^ + 4)(3^ + 5)(3^ + 6)^" ^ ^ 
und 



2r 



^/,..„-Ä.|=4i?) 



^"^(Si) 






2/<+4' 



(^ + 2)0t + 3) • (^ + 2) (^ + 3) (2^ + 4) (2^+5) 

(^ + 2) 0« + 3) (2^ + 4) (2/* + 5) (3^ + 6) (3/* + 7) "*" ' *• * ^*^ 

Von Sununenformeln dieser Art lisst sieb oft ein sehr vortheil- 
hafter Gebrauch zur Integration von Differenzialgleidiungen machen. 



I 
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In vielen Fällen nämlich ist es bekanntlich nicht leicht, das Integral 
einer Differenzialgleichung in geschlossener Form anzugeben and dann 
begnügt man sich damit, dasselbe mittelst der Methode der unbe- 
stimmten CoeflQzienten in eine Reihe zu yerwandeln. Diese Reihen 
lassen sich aber oll mit Hülfe solcher Formeln, wie wir sie oben ent- 
wickelt haben, summiren und hierdurch gelangt man dann wieder zu 
einer geschlossenen Form des Integrales, welche das Eigenthümliche 
hat, dass die unabhängige Variable der Differenzialgleichung als arbiträre 
Constante des Integrales auftritt. Um diess an einem Beispiele zu 
zeigen, sei 

= *-'» <•) 

die zu integrirende Differenzialgleichung und darin k eine Constante. 
Setzt man hier 

y =, Ax" + A, x^' + A^ x^* + A^x^* + .... 
so muss nach dem Vorigea 
AX(X — l)a!^-^ + A, i, (X, — l)ar*'~*+ ^,l,(X, — l)a:*»~* + .... 

= kx" \Ax^ + A^J-' + A^x'* + A^x-* + ....I 

sein, woraus, wenn A^ und A^ irgend einen Coeflizienten und Expo- 
nenten der Reihe bezeichnen, die Gleichungen: 

X(X — 1) = 

4 

folgen ; bestimmt man hieraus die Grössen X, , X^^ . . . , A^, A^^ ... 
und bemerkt, dass wegen der ersten Gleichung X ebensowohl =0 
als =s 1 sein kann , so findet man für y die beiden verschiedeneu 
Werthe 

y == A + 



k'Ax^»^ 



(^+1) (^+2)( 2^+3) (2/X+4) (3^+5) (3^+6) 



"^ . . • • 
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und 

* -*-(^ + 2)0*+3) + 0i + 2)(^ + 3)(2^ + 4)(2^+5) 

'^ Cu+2) (^+3)( 2^+4) (2^+6) (3^+6) (3^+7) + •••• 

und diess sind die beiden partikulären Auflösungen der DiiTerenzial- 
gleichung. Giebt man in der zweiten dem A einen anderen Wertb als 
in der ersten, indem man etwa £ für ^ schreibt, so ist jetzt das 
allgemeine Integral 

y~^ r "•" Ow+1) (^+2) + (fi+l) Oi+2) (2^+3) (2^+4) + ••••' 

''" ^^ r '•" (^+2) (^+3) + Oi+2)0u+3) (2^+4) (2^+5) + •'"i 

worin A und B die Integrationsconstanten sind. Nehmen wir noch 
kzzs — ab, so gehen die eingeklammerten Reihen in diejenigen über, 
welche wir in Nr. (5) und (6) summirt haben; substituiren wir ihre 
dort bestimmten Summen und rechnen die constanten Faktoren der 
Integrale in (5) und (6) mit in die Constanten A und B ein, so er- 
giebt sich, dass das vollständige Integral der Differenzialgleichung 

g + «6:r% = (7) 

durch folgende Formel dargestellt wird: 







d» 



(8)*) 



d» 



*) Diese sehr elegante Entwickelnng giebt Kammer im 12*« Bande des 
Cre//e'scheh Journals S. 144. 

10« 
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die sich noch viel besser gestaltet, wenn man zur Abkürzung 

u + 2 2/äÄ 

setzt und statt 9- euie neue Variable ^zsssini einführt; es wird dann 

y = A I (cost) « cos(ka:'^tydt 

(cosi)^"' co$(kx^t)dt . 

Hieraus lässt sich auch noch das Integral der Ricca tischen 
Differenzialgleichung ableiten; setzt man nämlich 

mfzäce # 

so geht die Differenzialgleichung (7) in die folgende über 

J + «x* + 6/ = (10) 

welche eben die Riccatische ist; da aber aus dem Vorigen 

I dly I dy 

a dx ay dx 

folgt, so giebt die vorstehende Formel das Integral von (10), wenn 
man in ihr für y den durch Nr. (9) bestimmten Werth setzt. 

Bei aller Nettigkeit, welche diese Integrationsmethode auszeichnet, 
darf man sich jedoch nicht verhehlen, dass das Verfahren ein sehr 
indirektes ist, in so fern man den Umweg über eine unendliche Reihe 
macht und dass man damit, wie bei 'indirekten Methoden immer, auf 
grosse Unbequemlichkeiten stossen kann, sobald nämlich die für die 
Reihencoeffizienten und Exponenten entwickelte Rekursionsformel das 
independente Gesetz derselben nur schwer übersehen lässt. £s ist 
daher besser, das gesuchte Integral y gleich von vornherein in die 
Form: 
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y = jq>(a:,t)di 



zu stellen und aus der ursprünglichen Differenzialgleichung eine zweite 
für q>{x^t) abzuleiten, deren Integration oft viel leichter isf^). 

Die Formel (1) kann auch zur Auffindung bestimmter Integrale 
dienen, wenn man die Coeffizienten A^^ J,, A^y etc. so zu wählen 
weiss, dass sich die Reihen 

A^ + -4| tt + A^tf + .... 

^ +z^„ + ^(^±^^^ + .... 

• T^ y 1 T^ y(y ^. 1) » ^ 

gleichzeitig summiren lassen, also in (1) sowohl die linke als rechte 
Seite eine geschlossene Form annimmt In dieser Beziehung ist beson- 
ders ein Fall von Interesse; setzt man nämlich a för y, «=1, 
X = «iVz und zur Abkürzung F{sin*t) = <Z>(z), so geht die Gleichung (1) 
in die folgende über: 

2r(«) r? . 9/J-I 2«-2^1 

r{ß)r{a—ß)J^ 



— ^. f „ ^i f „(a + l)"'» "•" o(«+l)(o + 2) ^» 



"l . . • • 



wo nun 

<D(2) = -4^ + -4, «n*z + ^, «n* z + -4, «Vz + ... (12) 

ist. Nimmt man nun z. B. 

^, — 1, ^._-^ j, ^. — + 1. 1.1.2 ' 

_ «(«-!) («-2) . «(«+!) («+2) 
• ^.|. 1.1.2. 3 ' "• "• '• 

so vrird: 



*) Einige geschickte Ansführnngen dieses Gedankens giebt Lobatto in 
Crelle'* Journal. Band 17, S. 363, wo auch die Formel (9) entwickelt wird. 
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a* 



(Z)(i) == 1 - j=^ (2«m z)' + °*^a' 3 .7 <^'*' '^* 

- 1.2.3.4.6,6 (^*^^)' + 



• « • • 



d. i. nach einer sehr bekannten Formel <D(z)= coi2a2. Die rechte 
Seite der Gleichung (11) wird ferner: 

a.ß ^ a(a-l).ß(ß+l) a(a-l)(a^2).ß(ß+l)(ß+2) 



und diese Reihe kann mit Hülfe der Formel (3) summirt werden, wenn 
man daselbst — a für a und y = | setzt. Nach diesen Bemerkungen 
ergiebt sich 

2r(a) /^.2/?-l 2a-2/?-i 

)-^ — — I nn xcot xcos2azdx 

a — ß) J ^ 



r[ß)r(a-ß) 



m)r(^-/g + «) 
r(i + a)r(i-/?) 



wobei nun ^^ß^^ sein muss, wenn keine der Gammafunktionen 
unendlich werden soll« Setzt man noch 

/» = Y' " "^ "2~ 

und berücksichtigt die Formel 

r(y) r(y'\'it):=^ 2*""^^ /2i r(2y) 
so findet man jetzt sehr leicht 

y*? ^«1 ^-1 r(u)r(v) i 

tin xcos 2cos(u+v)zdz = -ir^T — : — r-cos^un { ,,Qv 

l>iAi>0. 

Man kann hieraus gleich noch ein ähnlich gebildetes Integral ab- 
leiten. Führt man nämlich statt z die neue Variable -^ — y ein und 



I 

v: 
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vertauscht fi und v gegeneinander, so geht das obige Integral in das 
folgende über 






cosQi + v)-^ I cos ysin ycos(f4 + v)ydy 



+ sin 0* + Y J cos y sin y sinQi + v)y dy 

r(ji)r{y) , 

Bestimmt man den Werth des zweiten Integrales links nach For- 
mel (13), so giebt die Transposition, wenn wieder z für y ge- 
schrieben wird 

sin 2 cos z sin(u + v)zaz s=s -r=^ — ; — r-smlun 

^ r(^n + v) ^'^ > (14) 

Eine zweite derartige Anwendung der Formel (11) bildet die An- 
nahme ß = ^, asssy 

^, = 1, .1.= ^-^, ^. = + 1. 1.1.2 • 

,_ ■ f(f-0(f-^)f(f + 0(f+^) , 

'^»~ i.i.4 . 1.2.3 ' "• *• '^• 

. es wird hierdurch ähnlich wie vorhin <Z>(z)ss: co«^z, und die rechte 
Seite der Gleichung (11) geht üher in 

V.v "^ 1.2. •'(f + l) 



• • •• • 
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und die Summe dieser Reihe ist nach Formel (3) liQr a ss — -^i 



ß= + -q, / = »•. 



r(v) r(y) 



n^ + f)r(.-f) 



Nach Formel (11) ist jetzt 






r-3 ^^ r(v) rci') 



n'+i)^('-i) 



3L + 2 
woraus man für yssa— ^ — leicht findet: 



ff 

CO* ZCOSfÄZdz =: , , 2 . (15) ) 




^ + M\ r-ri I ^—f^ 



n^+'V)n^+-^) 



S. 25. 

Von besonderem Interesse ist noch ein Theorem, wonach man 
aus einer bereits bekannten Reihensumme von der Form: 

F(r,z) =s A^ + A^Tcosz + A^r" coiiz + ..• (1) 

die Summe der Reihe 

A, + A,Tq+ A^l^q"^ + A.T^q^ + .... 

ableiten kann, worin q einen beliebigen ächten Rruch bedeutet. Man 
hat nämlich nach der Formel (8) in §. 12 für asl, ßsss2nk: 



*) Grossen Reichthnm an solchen Reihenyergleichungen, die wieder zur 
Kenntniss bestimmter Integrale fuhren, entfaltet Kummer in Crelle's Journai^ 
Bd. 17, S. 310 u. S. 288; Bd. 30, S. 1. 
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2 f^ — JT' 

z=z I cos 2nkx e dx =s e 



7^ 



und wenn man diese Gleichung mit A^r^ multiplizirt, darauf n = 0; 
1,2,3,... setzt und AUes addirt 

=5 ^, + ^^ r e + -4, r* e + ^, r' e + . . . . 

wobei sich die linke Seite yermöge der in Nr. (1) gemachten Voraus- 
setzung kürzer durch 

— *' f TT 

ausdrücken lässt Setzt man noch e =9, also A = w;^— i, 
so wird das allgemeine Glied der Torigen Reihe 



__(Äit)* ,— *'»• 



= (6 ) = y* 



und folglich 



1. ^ <,, 2. /;^).- ^ 



yfn J^ \ \ ^q^J I (2) 

= ^, + ^^ry + A^^q' + A.f^q" + .... 

Diess Theorem ist deswegen bemerkenswerth , weil hier die CoefiB- 
zienten von q eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bilden. Nimmt 
man belspielsweis ^, = 0, ^^ = 1, ^, =-^, A^=ss^ etc. oder 

il{l — 2r cosx + r*) = rcosx + ^r*cos2t + . . . . (3) 

so wird 

J^ r^ /(l — 2r CO* 2fcir + r») T^ lir 

V ^ •^e ' [ (4) 

= rq + ir'q' + yq' + \r'q'' + 
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wobei A: wieder zur Abkürzung für u '('— ) dient Da die Gleichung (3) 

auch für r=sl noch besteht, für alle x von :r = bis a: = oo , so 
ist noch 



— jr« 



p=r / l{2nnka;)^ e dx 

(n ^0 



yTn J 9 ) (5) 

ebenso für r = — 1 



1 r* — *•' 

-p= I l(2coskxye dx 

yn J ^ 



(6) 

In vielen Fällen ist die Spezialisirung r = 1, welche wir in diesem 
Beispiele vornehmen durften, nicht erlaubt, weil dabei die Reihe für 
F{r^i) convergent zu sein auihört, wie z. B. in 

1 s r-i = 1 + Tcosx + rcoslz + 



und man findet dann auf die vorige Weise den Werth von 

^0 + -^1 * + ^1 ** + ^t^ + 

nicht. Für solche Fälle dient die folgende Rechnung. Sei 

(D(r, %) =s A^ rcosz + A^ r^cosZx + A^ r*cos6z + . . . . (7) 
so findet man ebenso leicht wie früher 

= ^^rc + ^,r'c 'X' A^r e + •• 

wobei die Glieder der Reihe unter der Form 

Ant'e ^=^Anr'{e ) 

stehen. Nehmen wir jetzt: 



2 f —X* 

7= I 0(r,2kx)e dx 



(8) 
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e SÄ r 



woraus folgt 



=ifW) 



so geht das vorige allgemeine Glied in 
Über, und die Gleichung (8) giebt 

2 r*./ /77TT\— *' 

e dx 



hJ<'-vW>) 



=« ^{A^r + ^,r» + A^i* + } 

oder q für r geschrieben' 

/« /? »'o V^' V ^«^^^ I (9) 

wobei 

0{q,z) =s A^qcoiz + J^j'coiSz + A^^eos^z + .... (10) 
und 9 yermöge seiner Bedeutung =: r :^ e ein ächter Bruch ist. 



... 



Ein sehr einfaches Beispiel hierzu liefert die Annahme ^^sl^^s^, ... 
a 1 ; sie giebt, wie man leicht findet 



^^*' '^ - l-2qcos2i + q' 



und folglich wenn h zur Abkürzung für J l( — ) dient 



coshx dx — •*•' 

e 



2 ,, V 4x-r f coshx dx 

= » + «* + 5^ + «" + y*' + 

ScUSaileh, ABtI]rt. Staliok II 



(11) 
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Für A^ = l, A, = — 1,^, =s + l, A^ = — 1 etc. Dagegen 



wird 






und folglich 



.:r' 



^ /i j \*r^ f co$hxdx 

== 9 - 9* + *•-*'• + 5^' - 

In so fern man ein einfaches bestimmtes Integral stets als eine 
bekannte Grösse ansehen kann, die sich näherungsweis berechnen lässt, 
sind hiermit auch die Summen jener Reihen als gefunden zu betrachten. 
Man wird übrigens leicht bemerken, dass die so eben angestellten 
Untersuchungen noch einer Verallgemeinerung föhig sind, bei welcher 
man aus der Summe der Reihe ^^ + -^i « + -^a«* + • • • • die Summe 
derjenigen ableitet, wovon das allgemeine Glied durch ^»9"'"+^/' 
dargestellt wird, worin also die Exponenten eine beliebige arithmetische 
Reihe zweiter Ordnung bilden. Andererseits ist auch bekannt, dass- 
der berühmte Verfasser der Fundamenta nava schon mehrere Reihen 
der Art durch elliptische Funktionen summirt hat, und diess gestattet 
dann wieder eine Vergleichung der verschiedenen Formen, unter welchen 
sich jene Summen darstellen, je nachdem man sich der einen oder 
anderen Methode bedient. 



II. 



Berechnung und Gebrauch 



der 



Gammafonktionentafel. 



Berechnung und Gebrauch der GummafunkUonentafel. 

Für die Aufstellung eines Canons, welcher die Wertbe von F(ju) 
enthalten soll, sind zunächst zwei Bemerkungen von Gewicht; die erste 
besteht, wie schon früher angegeben wurde, in dem Satze, dass sich 
die Wertbe von F(/u) für jedes beliebige fi leicht auffinden lassen, 
wenn man die dem Intervalle fi=sO bis ft=sl entsprechenden Wertbe 
von r(fi) kennt, und dieses Theorem lässt sich ohne Schwierigkeit 
noch dahin erweitern, dass man sagt: die Wertbe von jr(/u) sind 
sämmtlich als bekannt anzusehen, sobald die dem Intervalle fi = n bis 
fts=sn+ly wo n eine positive ganze Zahl ist, entsprechenden Wertbe 
von r(fA) berechnet vorliegen. Richten wir nun weiter unsere Aufmerk- 
samkeit auf diejenigen Formeln, mittelst deren r(fi) für ^•<n oder 
^>n+X ^nS den Werth von TOi) (ur den Fall ti+l>>*>n 
reduzirt wird, erinnern wir uns mit einem Worte an die Begehungen 

r(|i + i) = ^ro*), r0i+2) = ^0i+i)r(^), 



so lässt das Vorkommen von blosen Multiplikationen und Divisionen in 
ihnen gleich erkennen, dass es für die Praxis am vortfaeilhaftesten sein 
werde, nicht eine Tafel für r(ji) selbst, sondern für die Logarithmen 
dieser Funktion eine solche aufzustellen und zwar nach dem Briggischen 
Systeme berechnet, um die Tafel selbst mit den gewöhnlichen logarith- 
mischen Tafeln gleichzeitig benutzen zu können. Um aber eine be- 
queme Bezeichnung zu haben , wollen wir ein für allemal 

log ro*) = ^(fi) (1) 

setzen, wobei 10 die Basis des iogarithmiscben Systems ist; 
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Wenn es nun zunächst darauf ankäme, eine kleinere Tafel für 
^(j*) unter der Voraussetzung zu berechnen/ dass fi der Reihe nach 

= — , — » — , . . • • — r — gesetzt wird, ein Fall, der bei mehreren 
n n n n 

höheren Untersuchungen Yorkommt, so leisten die verschiedenen Re- 
duktionsformeln, welche wir für die Gammafunktionen entwickelt haben, 
in so fem die trefflichsten Dienste, als sie die Rerechnung jener n — 1 
verschiedenen ^, auf die Berechnung einer ungleich geringeren Zahl 
solcher Funktionen zurückfuhren. Nehmen wir z. B« von der Gleichung 



n^) n^ - t) = -T 



nn — n 
n 



die Logarithmen, so ergiebt sich nach unserer in Nr. (1) eingeffüirten 
Bezeichnung 

wri(— ) + ^(l— — ) = hgn — loffsin—n 



oder 



^C-^) = togn — hgsin — n — ^(~) (2) 



und hieraus geht hervor, dass man ^(ßi) nur für die dem Intervalle 
^ = bis fi=ii angehörigen Werthe von fi zu berechnen braucht, 
weil dann für fA7>i und <^ 1 die obige Formel sogleich die übrigen 
^ angiebt Man würde also fär ein gerades n nur 

und für ein ungerades nur 

zu berechnen haben und dann mittelst der Formel (2) die Werthe von 

-// ( ), -//( ), ..•. ableiten. Aber selbst zwischen diesen 

unter (3) und (4) aufgeführten Funktionen finden Beziehungen statt, 
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welche die Zahl der unmittelbar zu berechnenden A noch mehr Ter- 
ringem. Aus der Formel 

k 

ergiebt sich nämlich, wenn man die Logarithmen nimmt und ^s — 

setzt 

Andererseits ergiebt sich aber aus der Gleichung 

fiir ^=-^+ — , 

^("2 ^"ir) + "^(T~ir) = ^^"^ " log cos — n 

und wenn man diese Gleichung von der yorhin aufgestellten subtrahirt, 
so findet man 

— \logn + hg cos — n 

d. h. eine Relation zwischen drei Funktionen ^, deren Argumente <[ ^ 
sind, sobald 2A:<^n genommen wird. Ebenso leicht wurde sich eine 
Beziehung zwischen 4 verschiedenen ui^ deren Argumente <^'^ sind, 
aufstellen lassen; man brauchte sich zu diesem Zwecke nur an die 
Formel . 

r(^) rci*+4) roi+i) = r(3^)3*"^'*2« (6) 

k 

zu wenden, darin fi = — zu setzen ^ die Logarithmen zu nehmen und 

n 

diejenigen^, deren Argumente >>| ausfallen sollten [ z. B. -*4 (-«- H — )J 
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dadurch heraus zu schaffen, dass man die schon vorhin benutzte Re- 
lation zwischen ^(^) und ui(l — fi) für sie in Anwendung brächte. 
Wie man auf diese Weise, yom L^gendre' sehen Theoreme geleitet, 
weiter gehen kann, ist unmittelbar einleuchtend, und man wird sich 
nach dieser Methode immer soviel Reduktionsformeln verschaffen , als 

1 2 

man braucht, um die Berechnung von u4( — ), A( — \ etc, auf die 

möglichst kleinste Anzahl solcher ^ zurückzuführen. Wir wollen diess 
an dem Beispiele n = 12 zeigen. Hier kommt es zunfichst blos darauf 
an die Funktionen 

-^(A)» -^(A). -^(A), ^<M. -^(A) (7) 

zu fmden, denn weiterhin ist 

und nach Formel (2) für * = 5, 4, 3, 2, 1 : 

-^(A) = logn — logrin^n — A^^) 
•-^(A) = ^9^ — lognn^^n — Ai-^) 



•^(H) = %^ — hffsin^n — ^(A)- 

Um nun zwischen den unter Nr. (7) aufgeführten Funktionen Be- 
ziehungen zu haben , benutzen wir zuerst die Formel (5) für n = 12, 
A;s=l und ke=z2\ diess giebt 

— i^ogn + logcos-f^n. 

Sieht man einstweilen •^(A) = -^(l) ^'^ bekannt an, so erhalten 
wir aus der letzten Gleichung 

A(:,S) = 2ui(|) - \logn ~ {log^ + ^logZ (8) 

wobei für hgcos^n =z logcos'iQ^ sein Werth gbsetzt worden ist. 
Substituiren wir den jetzt bestimmten Werth von A{-f^ in die Re-- 
lation zwischen ^(A) ^^^ -^(A) "^^^^ ^^^ Bemerkung, dass 
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folglich 

hgcos-^it =5 — 2%2 — lagtln-^n 

ist , M> erbalten wir jetzt 

Um eine zweite Relation zwischen ^(A) und ^(f^,) zubekommen, 
setzen wir in der Formel (6) fi = -^^ und nehmen beiderseits die 
Logarithmen; diess giebt 

-^(t*i) + -^'(A) + ^(A) = -*(A) + 4%3 

+ %2 + logn. 

Es ist aber A{-f^=iui{^^=slogn — lognn\n — A(^ = logn 
+ \logi — -^(X) und jetzt wird 

■^(A) + -^(A) = 2^(1) + 4%2 + i%3. 
Aus dieser Gleichung und der in (9) Terzeichneten lassen sich nun 
auch ./^(xV) u»<l -^(t^) bestimmen, vorausgesetzt, dass man -^(j) 
nad ^(1) als sehov bekamtt «nsieht. Das Effdresultat ist dann fol- 
gendes: 

^(^ = .4(4) + ^(J> - |fos7* 

— 4%2 -f- 1^93 — 4%mR|^ 

^(ft) = 2^(i) - ^%« - 4%Z + i%3 
^G\) = ^(i) 

-<(A) = ^(\) - -^(1) + Ifev» 
wi(A) - -i(|) - ^(\) -h 4Av* 

^(A) = - -^(i) + %» + %2 - ^%3 

^(A) = - ^(4) + %»» + 4%2 

-^(H) = - 2^a) + Ifo?» + ilo9^ — ^%3 

+ \loff2 — |%3 — ilofftvtj^. 

11* 
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Sowie es nun in diesem Beispiele noch auf die Berechnung von 
^(|) und u^(f) ankommt, ebenso wird in jedem Falle unter den 

12 3 

Funktionen A ( — ) » A ( — ) , A l — ) , . . • eine Anzahl übrig bleiben, 

welche direkt aufgesucht werden müssen. Hierzu dient nun folgender 
Kunstgriff. Es war 

/r(i+^) = i/(^) ~c^- is.M« - i«.f** - j ^^^^ 

wobei C= 0.5772156 ... und S„ = — + — + .... war. Hieraus 

1 ^ 

geht hervor, dass die Grössen 5 sich fortwährend der Einheit nähern 

und folglich die Reihe in ihren entfernten Gliedern etwas weniger als 

die folgende 

M + If** + 1^* + . . . . 

convergiren wird« Dieser für die praktische Berechnung nicht sehr 
vortheilhafte Umstand lässt sich leicht dadurch beseitigen, dass man 
zu der Gleichung (10) die nachstehende 



• « . . 



addirt, wodurch man 

im' * VI — /li^ 



"■('+'•) = i't£)-i'(S) 



und auf der rechten Seite eine ungleich stärkere convergirende Reihe 
erhält. Multiplizirt man noch, um die natürlichen Logarithmen in 
Briggische 2u verwandeln, mit dem Hodulus ilfss 0.43429448190 ... 
und setzt zur Abkürzung 

M0.-O = tI, \{S,-V) = T. (n>l) 
so ergiebt sich die sehr brauchbare Formel: 
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+ T,ft — T,n* — T^fi* — 



(IJ) 



mittelst deren sich leicht hg F(l + fi) ss ^(1 + n) und ebenso 
u^(^) = ^(l + jt<) — togii bestimmen lässt Zur möglichsten Erleich- 
terung dieser Rechnung dient die nachstehende Tabelle der Werthe 
von 7", welche eine für das praktische Bedürfniss mehr als hinreichende 
Ausdehnung besitzt« 



> ,+: -r 



n 




Tn 




%r. 




1 


0.18361 


29037 


6840 


9.26390 31988 


6135 


3 


. 02U25 


07326 


917 


8 . 46613 67490 


379 


6 


. 00320 


75040 


58 


7.50616 72144 




7 


. 00051 


80064 


42 


6 . 71433 51608 




9 


0.00009 


69148 


80 


5.98639 04633' 


« 


11 


0.00001 


95112 


17 


5 . 29028 43534 




13 


0.00000 


40995 


17 


4.61273 27627 




15 


0.00000 


08856 


20 


3.94724 74888 





Berechnet man mit diesen Hülfsmitteln z. B. ^(^) und ^(j)» 
so lässt sich nach den früher entwickelten Relationen zwischen ^(t^» 
•^(t?) ^^^' folgende Tafel aufstellen: 




log rifi) 



1 . 06067 
. 74556 
. 55938 
. 42796 
. 32788 
. 24857 
. 18432 
0.13165 
. 08828 
. 05261 
. 02347 



62454 
78577 
10750 
27493 
12161 
49363 
48784 
64916 
37954 
20106 
73967 



1387 
5330 
4347 
1426 

8498 
4707 
0648 
8402 
8265 
0482 
1089 



logra + f^) 



9 . 98149 
9 . 96741 
9 . 95732 
9 . 95084 
9 . 94766 
9 . 94754 
9 . 95024 
9 . 95556 
9 . 96334 
9 . 97343 
9 . 98568 



49993 
66073 
10837 
14945 
99744 
49406 
16723 
52326 
50588 
07645 
88358 



6625 
6966 
1551 
9460 
7338 
8309 
7311 
2834 
7435 
5719 
2149 



I 
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Dieser Tafel ganz ähnlich ist die grössere yon Legendre für 
91 = 1000 berechnete, aus welcher sich unmittelbar die Werthe von 

log r(\ + xirVir) » ^0 ^(^ + nnnr) "• *• ^* entnehmen lassen, lieber 
die Einrichtung und den Gebrauch dieses für die praktischen Anwen- 
dungen völlig ausreichenden Canons mögen hier die nöthigen Andeutungen 
und diesen die fragUche Zahlenreihe selbst folgen. 

Bezeichnen wir wie bisher logF vdM A und die Differenz 0.001 
mit 0», so giebt die Colonne mit der Uebersdirift hgr(d) unmittelbar 
die Werthe von A(a) für das Intervall a=:l bis a=:2 von Tausend- 
theil zu Tausendthdl; dahinter stehen die drei ersten Differenzenreihen 
von A(a)y so dass also in einer Horizontallinie die Grössen 

a, ui(0), JA{a), J*A(a), /PA{a) 

nebeneinander liegen. Dabei ist 

JA{a) B ^(a+w) — Aiß) 

J* A(a) ^ J A(a+w) — JA(a) 

» A(a+2ü>) -^ 2A(a+w) + A(a) 

^*-/i(a)= ^u/(a+öi)— J^A(ä) 

=:A(a + 3(a) — 3A(a+2w) + iA(a+(») — A(a) 

indem (o die constante Differenz des Argumentes a bezeichnet. Die 
Differenzen JA{a)^ J^A{a)^ /P A(ß) bieten ein leichtes Mittel zur 
ConlroUe der Tafel selbst dar, indem sich durch ihre Prüfung etwaige 
Fehler derselben leicht entdecken lassen und es ist daher beim Ge- 
brauche der Tafel immer anzurathen, jede angegebene Differenz durch 
wirkliche Subtraktion vorerst zu verifiziren. In Bezug auf die Vorzeichen 
der 3 Differenzen muss man sich merken, dass JA{a) negativ ist von 
a=1.000 bis a = l.461 und positiv vona = l,462 bis a = 2.000, 
ferner /PA{a) positiv und 4^A{a) negativ wahrend des ganzen Inter- 
valles a = 1 bis a = 2« Nach diesen allgemeinen Bemerkungen gehen 
wir nun zur Lösung der verschiedenen Aufgaben über, welche der Ge- 
brauch der Tafel von selbst mit sich bringt. 

1« Will man zu einer Zahl, welche selbst nicht unter der Rubrik a 
steht, aber zwischen zwei daselbst vorkommenden Zahlen liegt, das 
zugehörige A{(i) finden, so ergiebt sich die Regel für eine solche 
Interpolation aus einem sehr bekannten Theoreme, welches man 
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den Taylor' sehen Satz für Differenzen genannt hat; nach demselben 
ist nämlich wenn a> das Inkremcnt von a bezeichnet 

h(h — w)(h — 2io) ... (A — n — lai) ^y(a) 

• • • + f-ö i; ^ 

A(A — oi)(A~2a)) .... (A — ncti) J'V(a) 
l«2«3.«...n m" 

Setzen wir hier A=spctf, wo oi die vorhin angegebene Bedeutung 
hat und (p(x) = ^(x), so wird 



Ist nun a eines von den in der Tafel vorkommenden Argumenten, 
so kennt man ^(a) und ^(a + a>), und wenn man dazwischen 
^(a+pai) einschalten will, so muss l>>/>>>0 sein. Berücksichtigen 

wir noch, dass bereits J^A{a) innerhalb unserer Tafel <C|Äi» s<> 

erhellt leicht, dass die Glieder der obigen Reihe, welche 4^A{d)^ 
J^yi(a) etc. enthalten, keinen Einfluss auf die l2<o Dezimalstelle aus- 
üben würden und dass wir folglich für unseren Fall 



+ "'"-'''r" -^-^") 



setzen dürfen. Bezeichnen wir zur Abkürzung wie folgt 

A(a) = loffTid) = A 
ji(a-\'pw) = loff r{a -{- pio) = B 
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so können wir die obige Gleichung in der Form 

B = A + p^JA+ ^ (j^A + ^J'Ä)^ (12) 

darstellen und hieraus ergiebt sich sogleich folgende Regel: „Um zu 
einer Zahl b zwischen 1 und 2 die zugehörige Funktion logr(b)s=zB 
zu finden, suche man zuerst die in der Tafel vorkommende nächst 
kleinere Zahl a und die zugehörigen Zahlen A^ JA^ J^Ay J^ A. 
Man bestimme darauf die Zahl p mittelst der Formel 



V — 



h — a h — g 



und bilde daraus (naturlich mit gehöriger Rücksicht auf die Vorzeichen) 
den Ausdruck J^A — ^(2 — p)J*A, welcher die zweite corrigirte 
Differenz von A etwa GH^A heissen möge, berechne ferner die Grösse 
^A — ^(1 — p)&Ai die erste corrigirte Differenz von A^ in Zeichen: 
©J, so ist dann B=:A+peA.'' Z. R. für 6 = 1^=1.083333.... 
wird a= 1.083, und 



A 


JA 


J*A 


J*A 


9 . 981 559 875 655 


— 194 416 822 


635 664 


838 



wobei in den Differenzen die vorhergehenden . 000 . . . weggelassen 
worden sind. Ferner wird p=| und daraus ergiebt sich der Reihe nach 

0M =: zPA — l/PA= 636 130, 

eA = JA — |©*J = — 194 628 865 , 

Ä = J + |©J = 9 . 981 494 999 367 , 

und diess stimmt in der That mit dem früher gefundenen Werthe von 
log r(l-^^) überein. Hiernach hat es also nicht die mindeste Schwierig- 
keit für jedes zwischen 1 und 2 liegende b das zugehörige loffr(b)=:B, 
und zufolge der früheren Remerkung überhaupt zu jedem b das ent- 
sprechende B auf 12 Dezimalstellen anzugeben. 

2. Will man umgekehrt zu einer Funktion B, welche selbst nicht 
in der Tafel steht, aber zwischen zwei daselbst vorkommenden Funk- 
tionen enthalten ist, das zugehörige Argument b suchen, so schlage 



Berechnung und Gebrauch der Gammafnnktionentafel. 175 

man zuerst die nächst kleinere Funktion A auf und lese ihr Argument a 
ab. Um hierauf b^=sia+p(a zu bestimmen, muss man in der Gleichung 

p als Unbekannte ansehen und die Gleichung selbst nach p auflösen. 
Diess kann auf folgende Weise geschehen. Man vernachlässige das 
wegen des ächtgebrochenen p sehr kleine Glied 

p(l^p)(2-p) 

17273 ^"^ 



und schreibe also 



D = p^JA-^ J*A^ (13) 

wobei D zur Abkürzung für B — A dient Es ist dann 

woraus man mit Vernachlässigung des negativen Gliedes im Nenner 
einen ersten Näherungswerth für p nämlich D\JA findet, der in die 
Formel selbst substituirt wieder einen zweiten giebt. Formirt man 
mit Hülfe dieses letzteren, der p' heissen möge, eine Zahl D' nach 
der Formel 



zy = p' {ja — ^-^ /tA 



(15) 



so erhält man durch Subtraktion von (13) 

D — Ef^ (p—p')JA — ^(p—p')J*A 

oder wenn man p' für i(p+p') setzt 

P -P' = jA + (^-^)J'A ^^*> 

woraus sich dann der genauere Werth von p findet. Sei z. B. 
B = 9.950 241672 373, so ist die zunächst kommende Funktion 
nebst ihren Differenzen: 
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9.950 225 531 686 



JA 



48 548 340 



J^A 



377 764 



und ihr entspricht das Argument a= 1.583. Ferner ist D=sB — A 
= 16140 787 und hieraus findet man als Näherungswertb jv's=s 0.333. 
Nach Formel (15) wird ferner 

1/ =3 16 124 625 
D — a=s 16 162 

JA + {p' — ^J*A = 48 485 264 

^-^' = 4O8ri64 = «-»«0 333 34 

folglich vermöge des Werthes von p 

p s . 333 333 34 . 

Da endlich b=sa + p(o = a + j7r7r^ ist, so ergiebt sich für das 

gesuchte Argument b der Wertb 1.583 333 333 34 = 1^^, was mit 
der früheren Angabe von log r(l^) übereinstimmt. Uebrigens giebt 
es noch einen zweiten Wertb von 6, welcher der Gleichung lagr(b) 
=: 9.950 ... genügt, und dieser liegt zwischen 1.344 and 1.345. 
Für ass 1.344 ist nämlich 



9 . 950 256 821 818 



JA 



— 52 058 495 



J^A 



470 189 



und als Näherungswerth für p findet sich /?'=: 0.290. Ferner hat man 

Z> =: — 15 149 445 

Z>' = — 15 145 397 

D — Br^— 4 048 

JA+{p—{)J'A = — 52 157 235 

4048 



p—p = 



52 157 235 



= . 000 077 61 









und folglich 



6 = a + 



1000 



1 . 344 290 077 61 . 



Ganz ähnlich ist das Verfahren in dem Falle, wo die gegebene 
Funktion B nicht in den Tafeln steht Hier muss man durch Yersuche 
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das D&chsüiegende i# mit seneny zulgeUrigeft Ari^imente « austtiifitelii 
und di» Differenien i^^, J^Ä selbst beFecbnen; von dieser Stelle an 
bleibt sich aber die Recbnang gleich. Verfangt man z. B. dasjenige 6, 
•ar wek^s Tiby^n, als^ % n«>*=: #^499 149 872 «94 ist, se ftidet 
man durch einige Versuche, dass b ntmäktHt d.448 mnd 9.449 liegt; 
denn man erhält mit Hülfe d«r Formel I09 r(jA + 2) =s fo^/t* + %(/m+1) 
+ % r(|M + 1) für ^ rite 0.44» 

r(3.448) SS 0.496 858 362 178 

femer für/« = 0.449, ^==0.450 

r(3.44») » 0.49? 330 005 160 

%r(3.450) = 0.497 801 794 051 

und hieraus ergeben sich die Üfiffereüzen 

JA = 0.000 471 642 982 
/PA = 145 909 

als Näherungswerth iär f indet »an p'ass 0.6184, 

D =a 291 510 516 
M/ = 291 SO» 306 

D — iy= 5 210 

Ja + (jf—{yj'A = tn 625 750 

#-^i- 47iW750 ^ 
Wdraus p^tt.tmnt9iT und « = $.448618 111 #47 folgt. 

6ii6 zweite Wiir:^! der fiMchung r(b):^n isx b ^ 9.286 3641, 
wie man auf demselben Wege findet 

Die Tabelle für logr{a)sszA{d) kann iOrigens auch zur Ent- 

wickeldng der Wcrthe von , \ , ^ , ... benutzt werden und 

diess ist in so fern wichtig, als diese Thufsscendenfen nicht selten vor- 
kommen. Differenziren wir nämlich die Gleichung 

A{a+pw) = A{a) + ^JA{a) + ^\~^^^ J^A{a) 



+ SiH^^^^A.) 
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oder für a+paiss6, A(a)sssA^ ^(a+pul)=ssBy 

B = A + pJA + ^(p*—p)J*A + ^(p*'^Zp' + 2p)J*A 

in Bezug auf p und bemerken dabei, dass vermöge der Gleidiung 
a + pw = b^ wdpssdb^ folglich 

dB _dB M ^dB 
dp ''^ M dp db 

ist, so ergeben sich ohne Mühe die Gleichungen 

w^ = JA + {p-\)J'A + (ip^-p + i)^^ 

o,»^ == ^J + ip-l)J'A ] (17) 

Diese Formeln dienen zur unmittelbaren Bestimmung von 

dlogrjh) d^logrjb) d} log Tip) 
db ' tlb* ' db^ 

vorausgesetzt, dass b zwischen 1 und 2 liegt, und wie immer a»=s 0.001 
ist. Man nimmt dann aus den Tafeln das nächst kleinere Argument a 
und die zugehörigen JA^ jfA^ J*A^ bestinunt darauf p mittelst der 

Formel =p und kann jetzt die obigen Formeln anwenden. Wäre 

noch p = 0, also B = Ay bs=a^ d. h. steht das Argument unmittelbar 
in den Tafeln, so hat man einfacher 

01^ = JA — iJ^A + {J*A 

w^^,= J^A-J^A \a8) 

td*A ^. 

Um endlich zu einer Zahl, welche ausserhalb der Gränzen 1 und 2 
liegt, die zugehörigen Differenzialquotienten zu finden, zerlege man 
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sie in eine ganze Zahl n und eine andere Zahl 6, welche zwischen 
1 und 2 enthalten ist. Man hat dann 

%r(6 + n) = hffb + hg(b + l) + ... + hff(b + n — l) + log r(b) 

folglich 

dB 

db 

d*B 



M — ^[b + 6+1 + ••••+ 6 + «-l/ + 

db* — ~^\'6^ + (6+l)> + -— + (6+«— 1)V + db* 

d*hgr(b+n) _ 2^(1 . _1 . I 1 ) . ^ 

wobei ilf den Modulus der Briggischen Logarithmen bezeichnet. Da 
nun die Grössen auf der rechten Seite sämmtUch bekannt sind, so er- 
hält man hieraus leicht die Werthe der Differenzialquotienten yon 
hff r(b + n). 

Um diese Regeln durch Beispiele zu erläutern und den Grad der 
Genauigkeit, welchen die Rechnung bietet, zu erkennen, nehmen wir 
zuerst a SS 1 • 500 in der einfachen Formel (18). Es wird dann 

JA =3 16 050 324, J*A =s 406 620, J*A b — 359 
und daraus erhält man 

^ = 0.015 847 394, ^ — 0.405 979 

^ = — 0,359. 
da^ 

Das erste dieser Resultate ist leicht zu verifiziren« Setzt man 
nämHch in der Formel 

i£iw-) _ _ c H. /^^ (.») 

ftss^, mulüpUzirt beiderseits mit dem Modulus M und nimmt x = z*, 
so vird 



=: — MC + 2M f i— -^ 

== — MC+'2]U — 2Mt2^M+]U(l — C) — log4 



I 
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mi Ueraiis «erbält mm rennte Ae» MimunUm yTaibe» Mil-^Q «b T^, 

^ = . 015 847 394 343 69 

was mit dem Obigen auf 9 Dezimalstellen übereinstimmL 

Ebenso leicht ist es, mittelst der Formel (17) für bmxl.$33i2^ 
die Differeneialqiwtwnten von logr(l+^) zu berechnen. Hier ist 
0sl.333 und|> = ^ 

^^ I»« — S7 962 2Ö7 , J*A «n 47S 466 , J*A =: ~ 483 
«nd mittelst der Formeln (18) erhflt man hiersitf 

^=9 — 0.067 341 541 5 

CO 

^ss 0.476 808 

^^ = -0.483, 

Das erste Resultat Usst sieb bier wieder durcb die Formel (19) 
controlliren, indem man /a = | setzt, woraus man für üf(I — C)s=s T^ 

f =r.+2ilf_4%27-f 

» — 0.057 341 642 008 65 

findet, was wieder sehr gut übereinstimmt Ueberbaupt giebt die Be* 
Stimmung yon -^ immer wenigstens 8 richtige Dezimalstellen, die von 

-rnr giebt deren wenigstens 5 und endlich die Toa -^rr nur 2 bis 3. 

Bei der nicht unbedeutenden Genauigkeit, welche die erste dieser 
Zahlen besitzt, kann man von ihr einen vortheilhaften Gebrauch ziur 
Yerwerlhung des Integrales 






dx 



machen. Dasselbe lässt sich zwar für jedes rationale fc auf logaritb- 
mische und cyklometrisdie Funktionen reduziren, ai>er diese würden 
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(tft ai Tierwidbdt jmfallen^ als dass sie eine bequeme immerische 
AedbuRig flutteten. Wire aiier pt imtioiial« so musste man sich 
ifkdk wieder mit MaberuBgen bebelfen. Kiiner kommt man bier immer 
mittelst der stts der Gleichimg <19) folgenden Formel 

^=^ + M ^i 

zum Ziele , wobei i^ = 2 . 302585092994 ist 

m 

Wir wollen ton den so eben entwickelten Regeln schliessÜGh noch 
eine Anwendung mittheilen, die nicht ohne Interesse sein wird, nämlich 
die Bestimmung desjenigen Werthes /Ei = i, fiur welchen die Funktion 
r(fi) und ebenso hff r(fi) innerhalb des lutervalles ju =s 1 bis /u = 2 
ihr Minimum erreichL Die Tafel selbst seigt, dass dieser Werth 
zwischen 1.461 und 1.462 liegt und dass man demnach für asss 1.461, 
Assa + c setzen darf, wo c eine noch hinzuzufugende Correktion be- 
zeichnet Ferner giebt die Tafel 

Jlogria) s — 0.000 000 055 554 
/PlogTia) = + 420 113 

/Plogr{a) = — 383 

und hieraus erhält man mit Hfilfe der Formeln (18) 

-^^^i>> = - . 000 266 737 
da 

^^^>= + 0.420 496 
^i^> = - 0.383. 

Um nun c zu bestimmen, halten wir uns an den Taylor'schen 
Satz, wonach 

. «r . X . ^^ V . dlogrCa) t . d^hgr(a) «* 
%!'(« + .) = logr(a) + -^ y + — ^r^ j-^j 

+ — rf? 17273+ ^^^ 
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ist, wenigstens in der Nachbarschaft von a, wegen der Stetigkeit und 
Endlichkeit von log r(a) und ihren Differenzialquotienten in jener Gegend« 
Da <<<TiAnr i^^» ^^ können wir c*, i* etc. weglassen und erhalten 
jetzt, wenn wir in Bezug auf« differenziren, wobei links disssd(b — a)s=sdb 
zu setzen ist 

d hg r(b) d log r(ä) . iPlogr{a) . ^ d^logr(a) , 
M ~ di "^ da* * ■*" ♦ 5? *• 

Soll nun 6 das dem Minimum von logr{b) entsprechende Argu- 
ment sein, so muss sich die linke Seite annulliren und daraus er- 
giebt sich 

= — 0.000 265 737 + (0.420 496)« — |(0.383)«*. 

Durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung findet man 

c =s 0.000 632 1 

« 

und mithin weil A ss a + c war 

6 B 1 . 461 632 1 . 

Substituiren wir noch den Werth von c in die Gleichung (20), so 
erhalten wir log r(a + «) , d. h. 

log r(6) =s 9 . »47 2392 . 

Innerhalb des Intervalles fisssl bis /< s=s 2 erreicht also die 
Funküon r(f*) für ^ = 1 . 461 6321 ihr Minimum rQi) = . 885 6032. 



Tafel 



der 



Logarithmen der Gammafanktionen 



von 1 .000 bt» 2. 000. 



a 



log r(a) 



diffi 



n 




.000 
.001 

.002 
.003 
.004 
.005 

.006 
.007 
.008 
.009 
.010 



0.000 
9.990 
9.999 
9.999 
9.999 
9.998 



000 000 000 
749 675 441 
500 064 225 
251 165 313 
002 977 667 
755 500 253 



9.998 508 732 040 
9.i998 262 671 998 
9.998 017 319 103 
9.997 772 672 330 
9.997 528 730 659 



250 324 559 
249 611 216 
248 898 912 
248 187 646 
247 477 414 
246 768 213 



713 343 
712 304 
711 266 
710 232 
709 201 
708 171 



246 060 042 
245 352 895 
244 646 773 
243 941 671 
243 237 587 



707 147 
706 122 
705 102 
704 084 
703 070 



1025 
1020 
1018 
1014 
1014 



.011 9.997 285 493 072 

.012 9.997 042 958 555 

.013 9.996 801 126 094 

.014 9.996 559 994 681 

.015 9.996 319 563 308 



242 534 517 
241 832 461 
241 131 413 
240 431 373 
239 732 337 



702 056 
701 048 
700 040 
699 036 
698 034 



.016 9.996 079 830 971 

.017 9.995 840 796 668 

.018 9.995 602 459 401 

.019 9.995 364 818 172 

.020 9.995 127 871 989 



239 034 303 
238 337 267 
237 641 229 
236 946 183 
236 252 129 



697 036 
696 038 
695 046 
694 054 
693 065 



.021 9.994 891 619 860 

.022 9.994 656 060 796 

.023 9.994 421 193 812 

.024 9.994 187 017 925 

.025 9.993 953 532 153 



235 559 064 
234 866 984 
234 175 887 
233 485 772 
232 796 634 



692 080 
691 097 
690 115 
689 138 
688 163 



.026 9.993 720 735 519 

.027 9.993 488 627 048 

.028 9. 993 257 205 766 

.029 9.993 026 470 702 

.030 9.992 796 420 889 

.031 9.992 567 055 36 f 

.032 9.992 338 373 156 

033 9.992 110 373 313 

.034 9.991 883 054 875 

.035 9.991 656 416 886 



232 108 471 
231 421 282 
230 735 064 
230 049 813 
229 365 528 



687 189 
686 218 
685 251 
684 285 
683 323 



228 682 205 
227 999 843 
227 318 438 
226 637 989 
225 958 494 



682 362 
681 405 
680 449 
679 495 
678 547 



9.991 430 458 392 
9.991 205 178 445 
9.990 980 576 095 
9.990 756 650 397 
9.990 533 400 409 



225 279 947 
224 602 350 
223 925 698 
223 249 988 
222 575 220 



677 597 
676 652 
675 710 
674 768 
673 830 



1008 
1008 
1004 
1002 
098 



998 
992 
992 
989 
985 



983 
982 
977 
975 
974 



971 
967 
966 
962 
961 

957 

956 

954 

948 

950 



945 
942 
942 
938 
935 



^ -.f. — 
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— iv^ — r 



_ -.1.^ — - 



--X-i-^ —■ 



1 ^ 


% r(a) 




diffi 


H 


/// 


i 1^)41 


9.990 310 825 189 


221 


901 390 


\ 672 


895 


934 


1 1.042 


9.990 088 923 799 


221 


228 495 


671 


961 


930 


l 1.043 


9.989 867 695 304 


220 


556 534 


671 


031 


929 


1 * * ^^^ 


9.989 647 138 770 


219 


885 503 


670 


102 


927 


1 1.045 


9.989 427 253 267 


219 


215 401 


669 


175 


923 


i ^'^^^ 


9.989 208 037 866 


218 


546 226 


668 


252 


922 


f 1 . 047 


9.988 989 491 640 


217 


877 974 


667 


330 


918 


f 1 . 048 


9.988 771 613 666 


217 


210 644 


666 


412 


918 


i '-^^^ 


9 . 988 554 403 022 


216 


544 232 


665 


494 


914 


1 1.050 


9.988 337 858 790 


215 


878 738 


664 


580 


911 


i ^-^^^ 


9.988 121 980 052 


215 


214 158 


663 


669 


911 


i 1 . 052 


9.987 906 765 894 


214 


550 489 


662 758 


908 


I ^'053 


9.987 692 215 405 


213 


887 731 


661 


850 


904 


9 1 . 054 


9.987 478 327 674 


213 


225 881 


660 


946 


902 ^ 


1 1.055 


9.987 265 101 793 


212 


564 935 


660 


044 


902 


1 1.056 


9.987 052 536 858 


211 


904 891 


659 


142 


898 


§ 1.057 


9.986 840 631 967 


211 


245 749 


658 


244 


896 


1 1 . 058 


9.986 629 386 218 


210 


587 505 


657 


348 


893 ' 


1 1.059 


9.986 418 798 713 


209 


930 157 


656 455 


893 


1 1 . 060 


9.986 208 868 556 


209 


273 702 


655 


562 


887 

< 


1 1.061 


9.985 999 594 854 


208 


618 140 


654 675 


888 ' 


i 1 . 062 


9.985 790 976 714 


207 


963 465 


653 


787 


886 i 


1 1 . 063 


9.985 583 013 249 


207 


309 678 


652 


901 


880 ! 


f 1 . 064 


9. 985 375 703 571 


206 


656 777 


652 021 


882 


^ 1.065 


9.985 169 046 794 


206 


004 756 


651 


139 


878 i 


1 1-666 


9.984 963 042 038 


205 


353 617 


650 


261 


876 . 

1 


ß 1.067 


9.984 757 688 421 


204 


703 356 


649 


385 


873 


K 1 . 068 


9.984 552 985 065 


204 


053 971 


648 


512 


871 


1 1.069 


9.984 348 931 094 


203 405 459 


647 


641 


871 1 


1 1.070 


9.984 145 525 635 


202 


757 818 


646 


770 


866 


1 1.071 


9.983 942 767 817 


202 


111 048 


645 


904 


865 , 


1 1.072 


9.983 740 656 769 


201 


465 144 


645 


039 


863 1 


1 1.073 


9.983 539 19*1 625 


200 


820 105 


644 


176 


861 


1 1 . 074 


9.983 338 371 520 


200 


175 929 


643 


315 


859 i 


f I . 076 


9.983 138 195 591 


199 


532 614 


642 


456 


855 


1 1.076 


9.982 938 662 977 


198 


890 158 


641 


601 


855 


i i.077 


9.982 739 772 819 


198 


248 557 


640 


746 


852 i 


B 1 • 078 


9.982 541 524 262 


197 


607 811 


639 


894 


851 i 


1 1 . 079 


9.982 343 916 451 


196 967 917 


639 


043 


846 i 


f 1.080 


9.982 146 948 534 


196 


328 874 


638 


197 


848 < 



^;X+; — 
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jA 
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K ^ 


log r{a) 






diffi 


// 


/// 


'S 


i '-^^^ 


9.981 


950 619 


660 


195 


690 677 


637 349 


843 


f 1082 


9.981 


754 928 983 


195 


053 328 


636 506 


842 f 


1 1.083 


9.981 


559 875 


655 


194 


416 822 


635 664 


838 1 


1 1 . 084 


9.981 


365 458 


833 


193 


781 158 


634 826 


839 1 




1 1.085 


9.981 


171 677 


675 


193 


146 332 


633 987 


836 


1 


1 1 . 086 


9.980 


978 531 


343 


192 


512 345 


633 151 


833 1 


f 1 . 087 


9.980 


786 018 


998 


191 


879 194 


632 318 


830 f 


1 1.088 


0.980 


594 139 


804 


191 


246 876 


631 488 


831 f 


i 1.089 


9.980 


402 892 


928 


190 


615 388 


630 657 


828 1 


p 1.090 


0.980 


212 277 


540 


189 


984 731 


629 829 


824 ; 


i 


i 1'^^^ 


9.980 


022 292 


809 


189 


354 902 


629 005 


822 1 


m 1 . 092 


9.979 


832 937 


907 


188 


725 897 


628 183 


824 1 


1 1Ö93 
f * • ®^^ 


9.979 


644 212 


010 


188 


097 714 


627 359 


819 ¥ 


9.979 


456 114 


296 


187 470 355 


626 540 


816 ^ 




, 1 . 095 


9.979 


268 643 


941 


186 


843 815 


625 724 


815 , 


1 


; 1 . 096 


9.979 


081 800 


126 


186 


218 091 


624 909 


814 1 


\\ 


i 1 • 0^^ 


9.978 


895 582 035 


185 


593 182 


624 095 


812 


s 


i 1098 


9.978 


709 988 


853 


184 


969 087 


623 283 


809 f 


1 1.099 


9.978 


525 019 


766 


184 


345 804 


622 474 


•807 f 




I.IOO 


9.978 


340 673 


962 


183 


723 330 


621 667 


806 , 


1 




\ 1.101 


9.978 


156 950 632 


183 


101 663 


620 861 


804 




! 1 . 102 


9.977 


973 848 


969 


182 


480 802 


620 057 


801 g 


i ' ' ^^^ 


9.977 


791 368 


167 


181 


860 745 


619 256 


799 S 


1 **®^ 


9.977 


609 507 


422 


181 


241 489 


618 457 


799 f 


? ^-'^^ 


9.977 


428 265 


933 


180 


623 032 


617 658 


795 i 


1 


i l'O^ 


9.977 


247 642 


901 


180 005 374 


616 863 


794 3 


ll 1.107 


9.977 


067 637 


527 


179 


388 511 


616 069 


792 II 


i ^'^^^ 


9.976 


888 249 


016 


178 


772 442 


615 277 


791 H 


1 1.109 


9.976 


709 476 


574 


178 


157 165 


614 486 


787 S 




1.110 


9.976 


531 319 


409 


177 


542 679 


613 699 


787 ' 


1 


. 1.111 


9.976 


353 776 


730 


176 


928 980 


612 912 


784 y 


i l-ll^ 


9.976 


176 847 


750 


176 


316 068 


612 128 


783 S 


§ 1.113 


9.976 


000 531 


682 


175 


703 940 


611 345 


780 S 


i '-''^ 


9.975 


824 827 


742 


175 


092 595 


610 665 


779 8 




1.J15 


9.975 


649 735 


147 


174 


482 030 


609 786 


778 r 


I 


1.116 


9.975 


475 253 


117 


173 


872 244 


609 008 


775 j 


1 1.117 


9.975 


301 380 


873 


173 


263 236 


608 233 


772 ft 


i ins 


9.975 


128 117 


637 


172 655 003 


607 461 


772 g 


P 1.119 


9.974 


955 462 


634 


172 


047 542 


606 689 


770 i 




^ 1.120 


9.974 


783 415 


092 


171 


440 853 


605 919 


768 r 


\ 
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121 
122 
123 
124 
125 



126 
127 
128 
129 
130 



131 
132 
133 
134 
135 



136 
137 
138 
139 
140 



141 
142 
143 
144 
145 



146 
147 
148 
149 
150 



151 
152 
153 
154 
155 



Tafel der Logarithmen der Gammafunktionen 



// 



log na) 



9.974 611 974 239 
9.974 441 139 305 
9.974 270 909 522 
9 974 101 284 124 
9.973 932 262 348 



9.973 763 843 430 
9.973 506 026 611 
9.973 428 811 132 
9*973 262 196 235 
9-973 096 181 16^ 



9.972 930 765 169 
9.972 765 947 405 
9.972 601 727 304 
9.972 438 104 117 
0.972 275 076 917 



9.972 112 645 051 
9.971 950 807 775 
9-971 789 564 348 
9.971 628 914 031 
9.971 468 856 086 



9.971 309 389 777 
9.971 150 514 369 
9.970 992 229 130 
9.970 834 533 330 
9.970 677 426 238 



9.970 520 907 128 
9.970 364 975 274 
9.970 209 629 952 
9.970 054 870 438 
9.969 900 696 012 



9.969 747 105 956 
9.969 591 009 552 
9.969 441 676 083 
9.969 289 834 837 
9.969 138 575 099 



9.968 987 896 158 
9.968 837 797 307 
9.968 688 277 838 
9.968 539 337 043 
9.968 390 974 219 



diffi 



170 834 934 

170 229 783 

169 625 398 

169 021 776 

168 418 918 



167 816 819 

167 215 479 

166 614 897 

166 015 070 

165 415 996 



164 817 674 

164 220 101 

163 623 277 

163 027 200 

162 431 866 



161 837 276 
161 243 427 
160 650 317 
160 057 945 
159 466 309 



158 875 408 
158 285 239 
157 695 800 
157 107 092 
156 519 HO 



155 931 854 
155 345 322 
154 759 514 
154 174 426 
153 590 056 



153 006 404 
152 423 469 
151 841 246 
151 259 738 
150 678 941 



150 098 851 
149 519 469 
148 940 795 
148 362 824 
147 785 556 



605 151 
604 385 
603 622 
602 858 
602 099 



601 340 
600 582 
599 827 
599 074 
598 322 



597 573 
596 824 
596 077 
595 334 
594 590 



593 849 
593 110 
592 372 
591 636 
590 901 



590 169 
589 439 
588 708 
587 982 
587 256 



586 532 
585 808 
585 088 
584 370 
583 652 



682 935 
582 223 
581 508 
580 797 
580 090 



579 382 
578 674 
577 971 
577 268 
576 567 



/// 



766 
763 
764 
759 
759 

^5? 

755 

753 

752 

749 

749 
747 
743 
744 
741 
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la^mmxam 




diffi 


n 


BBSSd^^üQj 


i a 


log r(a) 


/// 1 


IT 1.161 


9.968 243 188 663 


147 208 989 


575 867 


698 1 


f 1.162 


9.968 095 979 674 


146 633 122 


575 169 


697 1 


l 1.163 


9.967 949 346 552 


146 057 953 


574 472 


694 1 


i 1 ' ^^^ 


9.967 803 288 599 


145 483 481 


573 778 


693 1 


M 1.165 


9.967 657 805 118 


144 909 703 


573 085 


693 a 


i 1.166 


9.967 512 895 415 


144 336 618 


572 392 


689 1 


f 1.167 


9.967 368 558 797 


143 764 226 


571 703 


689 1 


1 1.168 


9.967 224 794 571 


143 192 523 


571 014 


688 f 


1 1.169 


9.967 081 602 048 


142 621 509 


570 326 


684 1 


P '-'^^ 


9.966 938 980 539 


142 051 183 


569 642 


684 1 


i ^'^^* 


9.966 7*96 929 356 


141 481 541 


568 958 


684 1 


i 1.172 


9.966 655 447 815 


140 912 583 


568 274 


679 1 


I ^-'^^ 


9.966 514 535 232 


140 344 309 


567 595 


680 1 


f 1.174 


9.966 374 190 923 


139 776 714 


566 915 


678 f 


1 1175 


9.966 234 414 209 


139 209 799 


566 237 


677 1 


i 1.176 


9.966 095 204 410 


138 643 562 


565 560 


673 1 


H 1.177 


9.965 956 560 848 


138 078 002 


564 887 


675 1 


f 1178 


9.965 818 482 846 


137 513 115 


564 212 


671 f 


1 1.179 


9.965 680 969 731 


136 948 903 


563 541 


671 t 


1 1.180 


9.965 644 020 828 


136 385 362 


562 870 


666 1 


i llSl 


9.965 407 635 466 


135 822 492 


562 204 


670 1 


e 1.182 


9.965 271 812 974 


135 260 288 


561 534 


665 S 


S 1183 


9.965 136 552 686 


134 698 754 


560 869 


665 S 


f ^'^^^ 


9.965 001 853 932 


134 137 885 


500 204 


662 f 


f 1.185 


9.964 867 716 047 


133 577 681 


559 542 


661 dl 


1 1.186 


9.964 734 138 366 


133 018 139 


558 881 


660 t 


ll 1.187 


9.964 601 120 227 


132 459 258 


558 221 


659 8 


8 1.188 


9.964 468 660 969 


131 901 037 


557 562 


657 S 


i 1 . 189 


9.964 336 759 932 


131 343 475 


566 905 


656 1 


f 1.190 


9.964 205 416 457 


130 786 570 


556 249 


652 1 


1 1.191 


9.964 074 6*29 887 


130 230 321 


555 597 


654 1 


B 1 . 192 


9.963 944 399 566 


129 674 724 


564 943 


652 1 


1 1.193 


9.963 814 724 842 


129 119 781 


554 291 


648 1 


{ 1.194 


9.963 685 605 061 


128 565 490 


553 643 


649 1 


f 1.195 


9.963 557 039 571 


128 011 847 


552 994 


647 I 


1 1.196 


9.963 429 027 724 


127 458 853 


552 347 


645 1 


i ' - ^^'^ 


9.963 301 568 871 


126 906 506 


551 702 


645 i 


i 1 • 108 


9.963 174 662 365 


126 354 804 


551 057 


642 1 


S 1.199 


9.963 048 307 561 


125 803 747 


550 415 


640 1 


1 1.200 


9.962 922 503 814 


125 253 332 


549 775 


642 f 



- ^^; - 
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Tafel der Logarithmen der Gammafunktionen 



a 



log r(ä) 



diffi 



H 



m 



1.201 
1.202 
1.203 
1.204 
1.205 



1.206 
1.207 
1.208 
1.209 
1.210 



9 . 962 797 250 482 
y.962 672 546 925 
9.962 548 392 501 
9.962 424 786 573 
9.962 301 728 504 



124 703 557 
124 154 424 
123 605 928 
123 058 069 
122 510 847 



549 133 
548 496 
547 859 
547 222 
546 590 



9.962 179 217 657 
9 . 962 057 253 400 
9.961 935 835 098 
9.961 814 962 121 
9.961 694 633 839 



121 964 
121 418 

120 872 
120 328 
119 784 



257 
302 

977 
282- 
217 



545 955 
545 325 
544 695 
544 065 
543 439 



637 
637 
637 
632 
635 



630 
630 
630 
626 
627 



1.211 
1.212 
1.213 
1.214 
1.215 



1.216 
1.217 
1.218 
1 . 219 
1 . 220 



1.221 
1 . 222 
1 . 223 
1.224 
1 . 225 



1.226 
1 . 227 
1 . 228 
1.229 
1.230 



1.231 
1.232 
1.233 
1.234 
1.235 



1.236 
1.237 
1.238 
1.239 
1.240 



9 . 961 574 849 622 
9.961 455 608 844 
9.961 336 910 878 
9.961 218 755 099 
9 , 961 101 140 886 



119 240 778 
118 697 966 
118 155 779 
117 614 213 
117 073 271 



9.960 984 067 615 
9.960 867 534 666 
9.960 751 541 419 
9.960 636 087 258 
9.960 521 171 565 



116 532 949 
115 993 247 
115 454 161 
114 915 693 
114 377 841 



9 . 960 406 793 724 
9 . 960 292 953 123 
9 . 960 179 649 149 
9.960 066 881 190 
9.959 954 648 636 



113 840 601 
113 303 974 
112 767 959 
112 232 554 
111 697 758 



9.959 842 950 878 
9.959 731 787 310 
9 . 959 621 157 325 
9.959 511 060 318 
9.959 401 495 687 



111 163 568 
110 629 985 
110 097 007 
109 564 631 
109 032 859 



9.959 292 462 828 
9.959 183 961 141 
9 . 959 075 990 026 
9.958 968 548 885 
9 . 958 861 637 121 



108 501 687 
107 971 115 
107 441 141 
106 911 764 

106 382 983 



9.958 755 254 138 
9.958 649 399 341 
9 . 958 544 072 138 
9.958 439 271 936 
9.958 334 998 144 



105 854 797 
105 327 203 
104 800 202 
104 273 792 
103 747 971 



542 812 
542 187 
541 566 
540 942 
540 322 



539 702 
539 086 
538 468 
537 852 
537 240 



536 627 
536 015 
535 405 
534 790 
534 190 



533 583 
532 978 
5ä2 376 
531 772 
531 172 



530 572 

529 974 
529 377 
528 781 
528 186 



527 594 
527 001 
526 410 
525 821 
525 232 



625 
621 
624 

620 
620 



616 
618 
616 
612 
613 



612 
610 
609 
606 
607 



605 
602 
604 
600 
600 



598 
597 
596 
595 
592 




593 
591 

589 
589 
586 



von 1.000 bis 2.000. 
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1.241 
1.242 
1.243 
1.244 
1.245 



1.246 
1.247 
1.248 
1.249 
1 . 250 



1.251 
1.252 
] . 253 
1 . 254 
1.255 



log r(a) 



9.958 231 250 173 
9.958 128 027 434 
9.958 025 329 341 
9.957 923 155 308 
9.957 821 504 750 



9.957 720 377 084 
9.957 619 771 728 
9.957 519 688 100 
9.957 420 125 623 
9.957 321 083 716 



9.957 222 561 802 
9.957 124 559 305 
9.957 027 075 650 
9.956 930 110 265 
9.956 833 662 578 



diffi 



11 



103 222 739 
102 698 093 
102 174 033 
101 650 558 
101 127 666 



100 605 356 
100 083 628 

99 562 477 
'99 041 907 

98 521 914 



98 002 497 
97 483 655 
96 965 385 
96 447 687 
95 930 561 



524 
524 
523 
522 
522 



646 
060 
475 
892 
310 



521 
521 
520 
519 
519 



728 
151 
570 
993 
417 



518 842 
518 270 
517 698 
517 126 
516 555 



/// 



586 
585 
583 
582 
582 



577 
581 
577 
576 
575 



575 
572 
572 
571 
570 



1.256 
1 . 257 
1.258 
1.259 
1.260 



1.261 
1 . 262 
1.263 
1 . 264 
1.265 



1.266 
1 . 267 
1.268 
1.269 
1.270 



1.271 
1 . 272 
1.273 
1.274 
1.275 



1.276 

1.277 
1.278 
1 . 279 
1.280 



9.956 737 732 017 
9.956 642 318 011 
9.956 547 419 990 
9.956 453 037 389 
9.956 359 169 640 



95 414 006 
94 898 021 
94 382 601 
93 867 749 
93 353 463 



515 985 
515 420 
514 852 
514 286 
513 723 



9.956 265 816 177 
9.956 172 976 437 
9.956 080 649 857 
9.955 988 835 876 
9.955 897 533 933 



92 839 740 
92 326 580 
91 813 981 
91 301 943 
90 790 466 



513 160 
512 599 
512 038 
511 477 
510 920 



9.955 
9.955 
9.955 
9.955 
9.955 



806 743 467 
716 463 921 
626 694 738 
537 435 360 

448 685 234 



90 279 546 
89 769 183 
89 259 378 
88 750 126 
88 241 427 



510 363 
509 805 
509 252 
508 699 
508 146 



9.955 360 443 807 
9.955 272 710 526 
9.955 185 484 837 
9.955 098 766 191 
9.955 012 554 040 



87 733 281 
87 225 689 
86 718 646 
86 212 151 
85 706 204 



507 592 
507 043 
506 495 
505 947 
505 398 



9.954 926 847 836 
9.954 841 647 030 
9.954 756 951 077 
9.954 672 759 432 
9.954 589 071 553 



85 200 806 
84 695 953 
84 191 645 
83 687 879 
83 184 656 



504 853 
504 308 
503 766 
503 223 
502 680 



565 
568 
566 
563 
563 



561 
561 
561 
557 
557 



558 
553 
553 
553 
554 



549 
548 
548 
549 
545 



545 
542 
543 
543 
539 
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efMNmsN 


H^f«0^M(33SBC«H^^^*^PM9l 


QBmC'^^^^^MvKQbC 


N^'^^^^MHK 


lOH*«» 


m " 


b>gr(a) 


diffi 


n 


m 1 


1 1.281 


9.954 505 886 897 


82 681 976 


502 141 


539 i 


1 1.283 


9.954 423 204 921 


82 179 835 


501 602 


638 S 


1 1.283 


9.954 341 025 086 


81 678 233 


501 064 


538 f 


£ 1.284 


9.954 259 346 853 


81 177 169 


500 526 


530 1 


1 1-285 


9.954 178 169 684 


80 676 643 


499 990 


636 1 


1 1.286 


9.954 097 493 041 


80 176 653 


409 455 


632 1 


2 1.287 


9.954 017 316 388 


79 677 198 


498 923 


534 8 


f 1.288 


9.953 937 639 190 


79 178 275 


498 389 


632 ¥ 


1 1.289 


9.953 858 460 915 


78 679 886 


497 867 


629 1 


1 1-290 


9.953 779 781 029 


78 182 029 


497 328 


531 1 


i 1-'2^1 


9.953 701 599 000 


77 684 701 


496 797 


628 i 


l 1.292 


9.953 623 914 299 


77 187 904 


496 269 


626 1 


f 1.293 


.9.953 546 726 395 


76 691 635 


495 743 


628 1 


l-^d'l 


9.953 470 034 760 


76 195 892 


496 215 


526 £ 


I 1-29S 


9.953 393 838 868 


75 700 677 


494 690 


523 1 


1 1.296 


9.953 318 138 191 


75 205 987 


494 167 


525 1 


1 1.297 


9.953 242 932 204 


74 711 820 


493 642 


520 1 


S 1.298 


9.953 168 220 384 


74 218 178 


493 122 


523 1 


f 1.299 


9.953 094 002 206 


73 725 056 


492 599 


618 f 


1 1.300 


9.953 020 277 150 


73 232 457 


492 081 


519 1 


i 1.301 


9.952 947 044 693 


72 740 376 


491 562 


619 1 


1 1.302 


9.952 874 304 317 


72 248 814 


491 043 


518 § 


S 1.303 


9.952 802 055 503 


71 757 771 


490 525 


513 ffi 


f 1.304 


9.952 730 297 732 


71 267 246 


490 012 


517 f 


i| 1.305 


9.952 659 030 486 


70 777 234 


489 495 


612 S 


I 1.306 


9.952 588 253 252 


70 287 739 


488 983 


514 1 


S 1.307 


9.952 517 965 513 


69 798 756 


488 469 


Sil i 


S 1.308 


9.962 448 166 757 


69 310 287 


487 958 


512 1 


§ 1.309 


0.952 378 856 470 


68 822 329 


487 446 


509 1 


f 1.310 


9.952 310 034 141 


68 334 883 


486 937 


508 f 


1 1-311 


9.952 241 699 258 


67 847 946 


486 429 


509 1 


1 1.312 


9.952 173 851 312 


67 361 617 


485 920 


506 S 


§ 1-313 


9.952 106 489 795 


66 875 597 


485 414 


504 1 


a 1.314 


9.952 039 614 198 


66 390 183 


484 910 


505 ffi 


f 1.315 


9.951 973 224 015 


66 905 273 


484 405 


506 1 


1 1.316 


9.951 907 318 742 


65 420 868 


483 899 


502 1 


i 1 317 


9.951 841 897 874 


64 936 969 


483 397 


603 1 


S 1.318 


9.951 776 960 905 


64 463 672 


482 894 


499 i 


1 1.319 


9.951 712 507 333 


63 970 678 


482 395 


498 1 


1 1.320 


9.951 648 536 655 

'ftMif in itfrtf^mitnriifw fii tii^"^ 


63 488 283 


481 897 


501 1 



\ 



von 1.000 bis 2.000. 
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■^- -J.^ — 



a 



1.321 
1 . 32-2 
1.323 
1 . 324 
1.325 



1 . 326 
1 . 327 
1.328 
1.329 
1.330 



1.331 
1.332 
1.333 
1.334 
1.335 



1.336 
1.337 
1.338 
1.339 
1.340 



1.341 
1 . 342 
1.343 
1.344 
1.345 



1.346 
1.347 
1.348 
1 . 349 
1.350 



1.351 
1 . 352 
1 . 363 
1.354 
1.355 



1.356 
1.357 
1.358 
1.359 
1.360 



.^A-hy -. 



hg r(a) 






— i-i-7-. 



diffl 



9.951 585 048 372 
9.951 522 041 986 
9.951 459 516 996 
9.951 397 472 905 
9.951 335 909 216 



9.951 274 825 434 
9.951 214 221 062 
9.951 154 095 607 
9.951 094 448 577 
9.951 035 279 481 



9.950 976 587 825 
9.950 918 373 120 
9.950 860 634 879 
9.950 803 372 612 
9.950 746 585 831 



9.950 690 274 053 
9.950 634 436 790 
9.950 579 073 558 
9.950 524 183 873 
9.950 469 767 254 



9.950 415 823 221 
9.950 362 351 290 
9.950 309 350 981 
9.950 256 821 818 
9.950 204 763 323 



9.950 153 175 017 
9.950 102 056 425 
9.950 051 407 073 
9.950 001 226 486 
9.949 951 514 191 



9.949 
9.949 
9.949 
9.949 
9.949 



902 269 714 
853 492 586 
805 182 335 
757 338 491 
709 960 588 



9.949 
9.949 
9.949 
9.949 
9.949 



663 048 156 
616 600 727 
570 617 837 
525 099 020 
480 043 811 






63 006 386 
62 524 990 
62 044 091 
61 563*689 
61 083 782 



60 604 372 
60 125 455 
59 647 030 
59 169 096 
58 691 656 



58 214 705 
67 738 241 
57 262 267 
56 786 781 
56 311 778 



55 837 263 
55 363 232 
54 889 685 
54 416 619 
53 944 033 



53 471 931 
53 000 309 
52 529 163 
52 058 495 
51 588 306 



51 118 592 
50 649 352 
50 180 587 
49 712 295 

49 244 477 



48 777 128 
48 310 251 
47 843 844 
47 377 903 
46 912 432 



46 447 429 
45 982 890 
45 518 817 
45 055 209 
44 592 065 



// 



481 
480 
480 
479 
479 



396 
899 
402 
907 
410 



478 
478 
477 
477 
476 



917 
425 
934 
440 

951 



476 464 
475 974 

475 486 
475 003 
474 515 



474 031 
473 547 
473 066 
472 586 
472 102 



471 
471 

470 
470 
469 



622 
146 
668 
189 
714 



469 
468 
468 
467 
467 



240 
765 
292 
818 
349 



466 
466 
465 
465 
465 



877 
407 
941 
471 
003 



464 
464 
463 
463 
462 



539 
073 
608 
144 
684 



/// 

497 
497 
495 
497 
493 



492 
491 
494 
489 

487 



490 
488 
483 
488 
484 



484 
483 

480 
484 
480 



476 

478 
479 
475 

474 



475 
473 
474 
469 
472 



470 
466 
470 
468 
464 



466 
465 
464 
460 
462 
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Tafel der Logaritbmen der GammafunktioAn 



— t-hl - 






i a 


logTifl) 


diffl 


n 


/// 


1.361 


9.949 435 451 746 


44 129 381 


462 222 


462 


1 . 36-2 


9.949 391 322 365 


43 667 159 


461 760 


459 


1.363 


9.949 347 655 206 


43 205 399 


461 301 


459 


1.364 


9.949 304 449 807 


42 744 098 


460 842 


458 


; 1.365 


9.949 261 705 709 


42 283 256 


460 384 


459 , 


i 1.366 


9.949 219 422 453 


41 822 872 


459 925 


456 ' 


; 1.367 


9.949 177 599 581 


41 362 947 


459 469 


455 


1.368 , 


9.949 136 236 634 


40 903 478 


459 014 


454 


1.369 


9.949 095 333 156 


40 444 464 


458 560 


454 


1.370 


9.949 054 888 692 


39 985 904 


458 106 


454 


1.371 


9.949 014 902 788 


39 527 798 


457 652 


452 i 


1.372 


9 . 948 975 374 990 


39 070 146 


457 200 


450 


1.373 


9.048 936 304 844 


38 612 946 


456 750 


451 


\ 1.374 


9.948 897 691 898 


38 156 196 


456 299 


450 i 


r 1.375 


9.948 859 535 702 


37 699 897 


455 849 


449 


j 1.376 


9.948 821 835 805 


37 244 048 


455 400 


447 


1.377 


9.948 784 591 757 


36 788 648 


454 953 


449 


1.378 


9.948 747 803 109 


36 333 695 


454 604 


444 


1.379 


9.948 711 469 414 


35 879 191 


454 060 


445 


1.380 


9.948 675 590 223 


35 425 131 


453 615 


447 


1.381 


9.948 640 165 092 


34 971 516 


453 168 


443 


1 1.382 


9.948 605 193 576 


34 518 348 


452 725 


442 


1 1.383 


9.948 570 675 228 


34 065 623 


452 283 


442 


\ 1.384 


9.948 536 609 605 


33 613 340 


451 841 


442 


\ 1.385 


9.948 502 996 265 


33 161 499 


451 399 


440 


, 1.386 


9 . 948 469 834 766 


32 710 100 


450 959 


439 


1.387 


9.948 437 124 666 


32 259 141 


450 520 


440 


1.388 


9.948 404 865 525 


31 808 621 


450 080 


438 


1.389 


9.948 373 056 904 


31 358 541 


449 642 


437 


1.390 


9.948 341 698 363 


30 908 899 


449 205 


436 


\ 1.391 


9.948 310 789 464 


30 459 694 


448 769 


436 


1 1.392 


9.948 280 329 770 


30 010 925 


448 333 


435 


1 1 . 393 


9.948 250 318 845 


29 562 592 


447 898 


432 


i 1.394 


9.948 220 756 253 


29 114 694 


447 466 


435 


\ 1.395 


9.948 191 641 559 


28 667 228 


447 031 


432 


\ 1.396 


9.948 162 974 331 


28 220 197 


446 509 


432 


1 i.397 


9.948 134 754 1.(4 


27 773 598 


446 167 


430 


S 1.398 


9.948 106 980 536 


27 327 431 


445 737 


431 1 


i 1.399 


9.948 079 653 105 


26 881 694 


445 306 


428 1 


( 1.400 


9.948 052 771 411 


26 436 388 


444 878 


429 ' 






von 1.000 bb 2.000. 



195 



~ ^j-r — 



% r(a) 



m 



diffi 






// 



m 



ib 



.401 9.948 026 335 023 

.402 9.948 000 343 513 

.403 9.947 974 796 452 

.404 9 . 947 949 «93 414 

.405 9.947 925 033 971 



25 991 510 
25 547 4(61 
25 103 038 
24 659 443 
24 216 275 



444 449 
444 023 
443 595 
443 168 
442 743 



.406 9 . 947 900 817 696 

.407 9 . 947 877 044 164 

.408 9.947 853 712 951 

.409 9.947 830 823 634 

.410 9.947 808 375 789 



.411 
.412 
.413 
.414 
.415 

.416 
.417 
.418 
.419 
.420 



.421 
. 422 
.423 
.424 
.425 



23 773 532 
23 331 213 
22 889 317 
22 447 845 
22 006 796 



9.947 786 368 993 
9.947 764 802 827 
9.947 743 676 870 
9.947 722 990 700 
9.947 702 743 899 



21 566 166 
21 125 957 
20 686 170 
20 246 801 
19 807 849 



9.947 682 936 050 
9.947 663 566 735 
9.947 644 635 536 
9 . 947 626 142 037 
9.947 608 085 823 



19 369 315 
18 931 199 
18 493 499 
18 056 214 
17 619 343 



9.947 
9.947 
9.947 
9.947 
9.947 



590 466 480 
573 283 594 
556 536 751 
540 225 541 
524 349 550 



17 182 886 
16 746 843 
16 311 210 
15 875 991 
15 441 182 



.426 
.427 
.428 
.429 
.430 

.431 
.432 
.433 
.434 
.435 

.436 
.437 
.438 
.439 
.440 



- t+J - 



9.947 
9.947 



508 908 368 
493.901 586 



9.947 479 328 793 
9 . 947 465 189 581 
9.947 451 483 542 



15 006 782 
14 572 793 
14 139 212 
13 706 039 
13 273 272 



9 . 947 438 210 270 
9 . 947 425 369 358 
9 . 947 412 960 399 
9 . 947 400 982 989 
9 . 947 389 436 724 



12 840 912 
12 408 959 
11 977 410 
11 546 265 
11 115 523 



442 319 
441 896 
441 472 
441 049 
440 630 



440 
439 
439 

438 
438 



209 
787 
369 
952 
534 



438 
437 
437 
436 
436 



116 
700 
285 

871 
457 



436 043 
435 633 
435 219 
434 809 
434 400 



433 989 
433 581 
433 173 
432 767 
432 360 



431 953 
431 549 
431 145 

430 742 
430 338 



9.947 378 321 201 
9 . 947 367 636 016 
9 . 947 357 380 767 
9.947 347 555 053 
9.947 338 158 474 



10 685 185 

10 255 249 

9 825 714 

9 396 579 

8 967 844 



429 936 
429 535 
429 135 
428 735 
428 336 



408 
408 
406 
407 
407 

4Ö4 

404 
403 
404 
402 

lÖT 

400 

400 

399 

400 



— i^'- -r 
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Tarel der Logarithmeo der Gammafanktionen 



- X+J .-z 



\ ^ 


% r(a) 




diffi 


11 


/// 1 


l 1.441 


9.947 329 190 630 


8 


539 508 


427 936 


398 i 


1 1.442 


9.947 320 651 122 


8 


111 572 


427 538 


395 f 


l 1.443 


9.947 312 539 550 


7 


684 034 


427 143 


398 1 


[ 1 . 444 


9.947 304 855 516 


7 


256 891 


426 745 


394 1 


1 1.445 


9.947 297 598 625 


6 


830 146 


426 351 


397 1 


1 1.446 


9.947 290 768 479 


6 


403 795 


425 954 


392 i 


1.447 


9.947 284 364 684 


5 


977 841 


425 562 


395 f 


1.448 


9.947 278 386 843 


5 


552 279 


425 167 


393 f 


1.449 


9.947 272 834 564 


5 


127 112 


424 774 


392 i 


; 1 . 450 


9.^47 267 707 452 


4 


702 338 


424 382 


392 X 


l 1.451 


9.947 263 005 114 


4 


277 956 


423 990 


390 i 


l 1.452 


9.947 258 727 158 


3 853 966 


423 600 


390 i 


[ 1 . 453 


9.947 254 873 192 


3 


430 366 


423 210 


390 1 


f 1.454 


9.947 251 442 826 


3 


007 156 


422 820 


388 9 


; 1.455 

1 .. 


9.947 248 435 670 


2 584 336 


422 432 


388 1 


; 1 . 456 


9.947 245 851 334 


2 


161 904 


422 044 


389 i 


1 1.457 

1 _ 


9.947 243 689 430 


1 


739 860 


421 655 


385 i 


1.458 


9.947 241 949 570 


1 


318 205 


421 270 


387 f 


1.459 


9.947 240 631 365 




896 935 


420 883 


385 f 


1 . 460 

1 


9.947 239 734 430 




476 052 


420 498 


385 1 


; 1 . 461 


9.947 239 258 378 




55 554 


420 113 


383 i 


S 1 . 462 


9.947 239 202 824 


+ 364 559 


419 730 


384 vt 


1 1.463 


9.947 239 567 383 




784 289 


419 346 


383 1 


l 1.464 


9.947 240 351 672 


1 


203 635 


418 963 


382 f 


f 1 . 465 


9.947 241 555 307 


1 


622 508 


41^8 581 


380 & 


; 1 . 466 


9.947 243 177 905 


2 


041 179 


418 201 


381 1 


1 1.467 


9.947 245 219 084 


2 


559 380 


417 820 


382 8 


1 1.468 


9.947 247 678 464 


2 


877 200 


417 438 


378 i 


f 1.469 


9.947 250 555 664 


3 


294 638 


417 060 


378 9 


1 1.470 


9.947 253 850 302 


3 


711 698 


416 682 


378 f 


; 1.471 


9.947 257 562 000 


4 


128 380 


416 304 


378 { 


1 1 . 472 


9.947 261 600 380 


4 


544 684 


415 926 


378 i 


1 1473 


9.947 266 235 064 


4 


960 610 


415 548 


374 1 


1 1 . 474 


9.947 271 195 674 


5 


376 158 


415 174 


376 9 


f 1 . 475 


9.947 276 571 832 


5 


791 332 


414 798 


[ ^^^ f 


i *-^^® 


9.947 282 363 164 


6 


206 130 


414 423 


374 1 


1 1.477 


9.947 288 569 294 


6 


620 553 


414 049 


374 1 


1 1 . 478 


9.947 295 189 847 


7 


034 602 


413 675 


372 g 


i 1 . 479 


9 . 947 302 224 449 


7 


448 277 


413 303 


371 S 


i 1.480 


9.947 309 672 726 


7 


861 580 


412 932 


374 f 



von 1.000 bis 2.000. 
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<*^i9nßm 


^!^^<^i>^ 


^eaoe 


§$C(«o^^ 


QSfü^ 


HH>^»Bmes£i 




dC9t9^^ 


a 

• 


log r(a) 




diffi 


n 


in 1 


1.481 


9.947 


317 


534 306 


8 


274 512 


412 558 


370 ff 


1.482 


9.947 


325 


808 818 


8 


687 070 


412 188 


370 f 


1.483 


9.947 


334 495 888 


9 


099 258 


411 818 


370 1 


1.484 


9.947 


343 


595 146 


9 


511 076 


411 448 


368 f 


1.485 


9.947 


353 


106 222 


9 


922 524 


411 080 


368 i 


1.480 


9.947 


363 


028 746 


10 


333 604 


410 712 


370 1 


1.487 


9.947 


373 


362 350 


10 


744 316 


410 342 


366 f 


1.488 


9.947 


384 


106 666 


11 


154 658 


409 976 


366 1 


1.489 


9.947 


395 


261 324 


11 


564 634 


409 610 


366 i 


1.490 


9.947 


406 


825 958 


11 


974 244 


409 244 


365 1 


1.491 


9.947 


418 


800 202 


12 


383 488 


408 879 


365 i 


1.492 


9.947 


431 


183 690 


12 


792 367 


408 514 


364 9 


1.493 


9.947 


443 


976 057 


13 


200 881 


408 150 


363 1 


1.494 


9.947 


457 


176 938 


13 


609 031 


407 787 


363 f 


1.495 


9.947 


470 


785 969 


14 


016 818 


407 424 


361 g 


1.496 


0.947 


484 


802 787 


14 424 242 


407 063 


364 i 


1.497 


9.947 


499 


227 029 


14 


831 305 


406 699 


358 X 


1.498 


9.947 


514 


058 334 


15 


238 004 


406 341 


362 i 


1.499 


9.947 


520 


296 338 


15 


644 345 


405 979 


359 f 


1.500 


9.947 


544 


910 683 


16 


050 324 


405 620 


359 1 


1.501 


9.947 


560 


991 007 


16 455 944 


405 261 


359 i 


1.502 


9.947 


577 


446 951 


16 


861 205 


404 902 


357 S 


1.503 


9.947 


594 308 156 


17 


266 107 


404 545 


358 S 


1.504 


9.947 611 


574 263 


17 670 652 


404 187 


356 f 


> 1.505 


9.947 


629 


244 915 


18 


074 839 


403 831 


356 S 


1.506 


9.947 


647 


319 754 


18 


478 670 


403 475 


356 X 


1.507 


9.947 


665 


798 424 


18 


882 145 


403 119 


354 8 


, 1.508 


9.947 


684 


680 569 


19 


285 264 


402 765 


355 m 


1.509 


9.947 


703 


965 833 


19 


688 029 


402 410 


353 S 


1.510 


9.947 


723 


653 862 


20 


090 439 


402 057 


353 f 


1.511 


9.947 


743 


744 301 


20 


492 496 


401 704 


352 1 


> 1.5)2 


9.947 


764 


236 797 


20 


894 200 


401 352 


354 S 


' 1.513 


9.947 


785 


130 997 


21 


295 552 


400 998 


349 i 


: 1.514 


9.947 


806 


426 549 


21 


696 550 


400 649 


351 i 


1.515 


9.947 


828 


123 099 


22 


097 199 


400 298 


350 f 


1.516 


9.947 


850 


220 298 


22 


497 497 


399 948 


350 i 


! 1.517 


9.947 


872 


717 795 


22 897 445 


399 598 


349 i 


1 1.518 


9.947 


895 


615 240 


23 


297 043 


399 249 


348 g 


1 1.519 


9.947 


918 


912 283 


23 


696 292 


398 901 


347 ll 


' 1 . 520 


9.947 942 608 575 


24 


095 193 


398 554 


348 f 



- ^+y -;^ 
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a 



.521 
.522 

• 623 

• 524 
.525 



.526 
.527 
.528 
.520 
.530 



.531 
.532 
• 533 
.534 
.535 



.536 
.537 
.538 
.530 
.540 



.546 
.547 
.548 
.540 
.550 



.551 
.552 
.553 
.554 
.555 



.556 
.557 
.558 
.550 
.560 



log r(a) 



0.047 9m 703 768 
0.047 091 1Ö7 515 
0.948 016 080 468 
048 041 370 280 
9.048 067 066 606 



9.048 003 151 100 
0.048 110 632 418 
9.948 146 514) 216 
9*948 173 784 150 
9*948 201 453 875 



0.048 220 510 050 
0.048 257 070 334 
0.048 286 834 385 
0.048 316 083 861 
0.048 345 727 422 



9.948 375 764 729 
9.948 406 105 443 
0.048 437 010 225 
0.048 468 235 737 
9.048 400 844 642 



0.048 531 845 603 
0.048 564 238 284 
. 048 507 022 348 
0.048 630 107 461 
0.048 603 763 287 



0.048 «07 710 402 
. 048 732 065 744 
048 766 801 708 
0*048 801 027 053 
0048 837 441 447 



9.948 873 344 558 

9 . 948 900 636 055 
0.048 046 315 607 
0.048 083 382 887 

9.949 020 837 563 



0.040 058 670 307 
9.949 096 907 700 
0-940 135 522 687 
9.040 174 523 660 
0040 213 010 410 



difff 



H 



24 493 747 

24 801 053^ 

25 280 812 

25 687 326 

26 084 404 



26 481 318 

26 877 708 

27 273 034 

27 660 725 

28 065 175 



28 460 284 

28 855 051 
20 240 476 

29 643 561 

30 037 307 



30 430 714 

30 823 782 

31 216 512 

31 608 005 

32 000 061 



32 302 681 

32 784 064 

33 175 113 
33 565 826 
33 056 205 



34 346 252 

34 735 064 

35 125 345 
35 514 394 
35 903 111 



36 201 407 

36 670 552 

37 067 280 
37 454 676 
37 841 744 



38 228 483 
38 614 807 
30 000 082 
30 386 741 
30 772 173 



308 206 
307 850 
307 514 
307 168 
306 824 



306 480 
306 136 
305 701 
305 450 
395 109 



394 767 
394 425 
394 085 
303 746 
303 407 



393 068 
302 730 
302 303 
302 056 
301 720 



301 383 
391 049 
300 713 
300 370 
300 047 



380 712 
389 381 
389 040 
388 717 
388 386 



388 055 
387 728 
387 306 
387 068 
386 730 



386 414 
386 085 
385 750 
385 432 
385 108 



/// 




von 1. 000 bis 2.000. 
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Bf ^ 


% r(a) 


diffl 


n 


"^ 1 


i I.56I 


9.949 253 682 583 


40 157 281 


384 781 


323 1 


1 1.562 


9.949 293 839 864 


40 542 062 


384 458 


323 f 


1 1.563 


9. 949 334 381 926 


40 926 620 


384 135 


326 l 


1 < - ^^^ 


9. 949 375 308 446 


41 310 655 


383 809 


321 £ 


H 1.565 


9*949 416 619 101 


41 694 464 


383 488 


323 H 


1 1 . 566 


9.949 458 313 565 


42 077 952 


383 165 


321 » 


f 1.567 


9.949 500 391 517 


42 461 117 


382 844 


322 1 


1 '*^^^ 


9.949 542 852 634 


42 843 961 


382 522 


322 1 


• 1.569 


9.949 585 696 595 


43 226 483 


382 200 


»319 1 


i * - ^^^ 


9.949 628 923 078 


43 608 683 


381 881 


319 { 


1 ^-^^^ 


9.949 672 531 761 


43 990 564 


381 562 


320 i 


1 1.572 


9.949 716 522 325 


44 372 126 


381 242 


320 1 


1 iö73 


9.949 760 894 451 


44 763 368 


380 922 


317 1 


f 1.574 


9.049 805 647 819 


45 134 290 


380 605 


317 f 


1 1 . 575 


9.949 850 782 109 


45 514 895 


380 288 


318 1 


ff 1 . 576 


9.949 896 297 004 


45 895 183 


379 970 


317 1 


M 1 . 577. 


9.949 942 192 187 


46 275 153 


379 653 


316 H 


i 1.578 


9.949 988 467 340 


46 654 806 


379 337 


315 i 


f 1.579 


0.950 035 122 146 


47 034 143 


379 022 


317 t 


{ 1.580 


9.950 082 156 289 


47 413 165 


378 705 


313 1 


i 1*^^> 


9.950 129 569 454 


47 791 870 


378 392 


314 1 


S 1 . 582 


9.950 177 361 324 


48 170 262 


378 078 


314 S 


S 1*583 


9.950 225 531 586 


48 548 340 


377 764 


315 S 


f 1 . 584 


9.950 274 079 926 


48 926 104 


377 449 


311 f 


f 1.585 


9.950 323 006 030 


49 303 553 


377 138 


311 ^ 


i ^-^^^ 


9.950 372 309 583 


49 680 691 


376 827 


313 i 


i 1.587 


9.950 421 990 274 


50 057 518 


376 514 


312 8 


i l'^SS 


9.950 472 047 792 


50 434 032 


376 202 


310 1 


i 1*589 


9.950 522 481 824 


50 810 234 


375 892 


309 i 


1 1.590 


9.950 573 292 058 


51 186 126 


375 5g3 


311 f 


1 l'^^l 


9.950 624 478 184 


51 561 709 


375 272 


310 i 


1 1 . 592 


9.950 676 039 893 


51 936 981 


374 962 


307 S 


1 1.593 


9.950 727 976 874 


52 311 943 


374 655 


308 1 


i 1-^94 


9.950 780 288 817 


52 686 598 


374 347 


309 8 


1 1.595 


9.950 832 975 415 


53 060 945 


374 038 


308 f 


1 1.596 


9.950 886 036 360 


53 434 982 


373 730 


305 1 


K l . 597 


9.950 939 471 343 


53 808 713 


373 425 


307 » 


g 1 . 598 


9.950 993 2S0 056 


54 182 138 


373 118 


306 g 


fi 1.599 


9.951 047 462 194 


54 555 256 


372 812 


305 1 


f 1 . 600 


9.951 102 017 450 


54 928 068 


372 607 


305 f 



- ;+r-^.::- 
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Ö* W^BoBZOC 


il^C^o^BVMGH8C9fl^^<^^^^^0ESC9l0C4H>4dfi£98GM9M6^^1fiftfi9G 


ytm^\ "D 


1 ° 


% r(«) 




diffi 


U 


^^^ i 


1 1.601 


9.951 156 945 518 


55 


300 675 


372 202 


303 H 


f 1.602 


9.951 212 246 093 


55 


672 777 


371 809 


305 f 


1 1.603 


9.951 267 918 870 


56 


044 676 


371 694 


304 1 


1 1.604 


9.951 323 963 546 


56 


416 270 


371 290 


303 1 


i 1 . 605 


9.951 380 379 816 


66 


787 560 


370 987 


302 1 


1 1.606 


9.951 437 167 376 


67 


168 547 


370 685 


302 1 


f 1.607 


9.951 494 325 923 


67 


629 232 


370 383 


301 f 


1 1.608 


9.951 551 855 155 


67 


899 615 


370 082 


301 f 


i ^'^^^ 


9.951 609 754 770 


68 


269 697 


369 781 


3Ö0 i 


i 1-610 


9.951 668 024 467 


68 


639 478 


369 481 


302 p 


i 1*^*' 


9.951 726 663 945 


59 


008 959 


369 179 


299 1 


i ^'^'^ 


9.951 785 672 904 


69 


378 138 


368 880 


298 1 


I 1-613 


9. 951 845 051 042 


69 


747 018 


368 582 


301 t 


f 1.614 


9.951 904 798 060 


60 


115 600 


368 281 


296 f 


1 1.616 


9.951 964 913 660 


60 


483 881 


367 985 


298 i 


i 1-616 


9.952 025 397 541 


60 


851 866 


367 687 


297 1 


M 1.617 


9.952 086 249 407 


61 


219 653 


367 390^ 


298 M 


f 1618 


9.952 147 468 960 


61 


586 943 


367 092* 


297 f 


? 1619 


9.952 209 055 903 


61 


954 035 


366 795 


294 f 


1 1.620 


9.952 271 009 938 


62 


320 830 


366 601 


296 1 


i 1-621 


9.952 333 330 768 


62 


687 331 


366 206 


296 i 


SS 1 . 622 


9.952 396 018 099 


63 


053 636 


365 910 


294 l 


S 1 . 623 


9.952 459 071 635 


63 


419 446 


365 616 


296 1 


1 1 * ^^^ 


9.952 622 491, 081 


63 


785 062 


365 320 


293 f 


S 1.626 


9.952 686 276 143 


64 


160 382 


365 027 


291 ^ 


1 ^'^^^ 


9.952 650 426 525 


64 


615 409 


364 736 


294 1 


i 1 . 627 


9.952 714 941 934 


64 


880 145 


364 442 


293 9 


i 1-628 


9.952 779 822 079 


65 


244 587 


364 149 


292 || 


S 1 . 629 


9.952 845 066 666 


66 


608 735 


363 857 


290 1 


f 1.630 


. 9.952 910 676 402 


65 


972 593 


363 667 


291 1 


1 1 . 631 


9.952 976 647 995 


66 336 160 


363 276 


291 1 


1 1.632 


9.953 042 984 155 


66 699 436 


362 985 


290 fi 


H 1 . 633 


9.953 109 683 591 


67 


062 421 


362 695 


289 H 


1 1 . 634 


9.953 176 746 012 


67 


425 116 


362 406 


291 S 


f 1 . 635 


9.953 241 171 128 


67 


787 5*22 


362 116 


286 f 


1 1.636 


9.953 311 958 650 


68 


149 637 


361 829 


291 1 


1 1.6.37 


9.953 380 108 287 


68 


511 466 


361 538 


287 i 


Ig 1.638 


9.953 448 6|9 753 


68 


873 004 


361 251 


285 g 


1 1.639 


9.953 517 492 757 


69 


234 255 


360 966 


288 11 


f 1.640 


9.953 586 727 012 


69 


695 221 


360 678 


287 f 



von 1.000 bis 2.000. 
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guilKBgX 






ooio 


£jB09i09^o^ftfiB9flSBI 


Jimii iiülCX' rri^'i' 1 1 


S a 


% r(a) 




diffi 


// 


/// 1 


1 1.641 


9.953 656 322 233 


69 955 899 


360 391 


286 1 


f 1.64*2 


9.953 726 278 


132 


70 316 290 


360 105 


286 f 


1 1.643 


9.953 796 594 


422 


70 676 395 


359 819 


285 l 


1 ' ' ^^^ 


9.953 867 270 


817 


71 036 214 


359 534 


284 1 


S 1 . 645 


9.953 938 307 


031 


71 395 748 


359 250 


285 S 


i 1*646 


9.954 009 702 


779 


71 754 998 


358 965 


283 » 


f 1.647 


9.954 081 457 


777 


72 113 963 


358 682 


284 f 


1 1.648 


9.954 153 571 


740 


72 472 645 


358 398 


283 1 


i 1 . 649 


9 . 954 226 044 


385 


72 831 043 


358 115 


282 i 


1 1 .650 


9.954 298 875 


428 


73 189 158 


357 833 


283 Q 


1 ''^^^ 


9.954 372 064 


586 


73 546 091 


357 550 


282 §1 


f 1 . 652 


9.954 445 611 


577 


73 904 541 


357 268 


279 i 


? 1 . 653 


9.954 519 516 


118 


74 261 809 


356 989 


282 1 


f 1 . 654 


9.954 593 777 


927 


74 618 798 


356 707 


283 f 


1 ^'^^^ 


9.954 668 396 725 


74 975 505 


356 424 


277 1 


i 1-656 


9.954 743 372 


230 


75 331 929 


356 147 


278 11 


K 1.657 


9.954 818 704 


159 


75 688 076 


355 869 


282 ä 


f 1.658 


9.954 894 392 


235 


76 043 045 


355 587 


270 f 


f 1.659 


9.954 970 436 


180 


76 399 532 


355 308 


277 f 


£ 1 . 660 


9.955 046 835 


712 


76 754 840 


355 031 


279 1 


1 1.661 


9.955 123 590 


552 


77 109 871 


354 752 


276 1 


S 1 . 662 


9.955 200 700 


423 


77 464 623 


354 476 


277 8 


S 1.663 


9.955 278 165 


016 


77 819 009 


354 199 


278 i 


f 1.664 


9.955 355 984 


045 


78 173 298 


353 921 


275 f 


9 1 . 665 


9.955 434 157 


443 


78 527 219 


353 646 


276 S 


i 1 . 666 


9.955 512 684 


662 


78 880 805 


353 370 


277 i 


1 1 . 667 


9.955 591 565 


527 


79 234 235 


353 093 


273 B 


§ 1.668 


9.955 670 799 


762 


79 587 328 


352 820 


275 3 


9 1.669 


9.955 750 387 


090 


79 940 148 


352 545 


274 9 


f 1.670 


9.955 830 327 


238 


80 292 693 


352 271 


274 1 


1 1-671 


9.955 910 619 


931 


80 64 1 964 


351 997 


273 1 


{ 1-672 


9.955 991 264 895 


80 996 961 


351 724 


273 S 


g 1.673 


9.956 072 261 


856 


81 348 685 


351 451 


273 S 


i 1-674 


9.956 153 610 


541 


81 700 136 


351 178 


271 8 


1 1 . 675 


9.956 235 310 


677 


82 051 314 


350 907 


^ 273 f 


1 1.676 


9.956 317 361 


991 


82 402 221 


350 634 


270 1 


i 1.677 


9.956 399 764 212 


82 752 855 


350 364 


273 § 


g 1-678 


9.956 482 517 


067 


83 103 219 


350 091 


269 3 


1 1.679 


9.956 565 620 286 


83 453 310 


349 822 


269 H 


t 1.680 


9.956 649 073 


596 


83 803 132 


349 553 


269 1 


B 1 tnuff VTir 




mt€ 
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Tafel der Logarithmen der Gammafunktioneo 



.681 
.682 
.683 
.684 

.685 



.686 
.687 
.688 
.689 
.690 



.691 
.692 
.693 
.694 
.695 



.696 
.697 
.698 
.699 
.700 



.701 
.702 
.703 
.704 
.705 



.706 
.707 
.708 
.709 
.710 



.711 
.712 
.713 
.714 
.715 



— X+J:^^ 



log r(a) 



9.956 732 876 728 
9.956 817 029 413 
9.956 901 531 382 

9.956 986 382 364 

9.957 071 582 090 



9.957 157 130 291 
9.957 243 026 699 
9.957 329 271 048 
9.957 415 863 070 
9.957 502 802 498 



9.957 590 089 067 
9.957 677 722 509 
9.957 765 702 558 
9.957 854 028 950 
9.957 942 701 420 



9.958 031 719 702 
9.958 121 083 535 
9.958 210 792 654 
9.958 300 846 794 
9.95« 391 245 692 



9.958 481 989 088 
9.958 573 076 718 
9.958 664 508 321 
9.958 756 283 636 
9.958 848 402 401 



9.958 940 864 356 

9.959 033 669 240 
9.959 126 816 793 
9.959 220 306 757 
9.959 314 138 872 



9.959 
9.959 
9.959 
9.959 
9.959 



408 312 879 
502 828 521 
597 685 537 
692 883 671 
788 422 669 



diffl 



n 



84 152 685 
84 501 969 

84 850 982 

85 199 726 
85 548 201 



85 896 408 

86 244 349 
86 592 022 

86 939 428 

87 286 569 



87 633 442 

87 980 049 

88 326 392 

88 672 470 

89 018 282 



89 363 833 

89 709 119 

90 054 140 
90 398 898 
90 743 396 



91 087 630 
91 431 603 

91 775 315 

92 118 765 
92 461 955 



92 804 884 

93 147 553 
93 489 964 

93 832 115 

94 174 007 



94 515 612 

94 857 016 

95 198 134 
95 538 998 
95 879 602 



347 941 
347 673 
347 406 
347 141 

346 873 



346 607 
346 342 
346 078 
345 812 
345 551 



345 286 
345 021 
344 758 
344 498 
344 234 



343 973 
343 712 
343 450 
343 190 
342 929 



342 669 
342 411 
342 151 
341 892 
341 635 



341 374 
341 118 
340 864 
340 604 
340 347 



/// 



349 284 271 

349 013 269 

348 744 269 

348 475 268 

348 207 266 



268 
267 
265 
268 
266 

265 
264 
266 
261 
265 

265 
263 
260 
264 
261 

260 
262 
260 
261 
260 



258 
260 
259 
257 
261 

256" 

254 

260 

257 

255 



.716 

.717 
.718 
.719 
.720 



9.959 
9.959 
9.960 
9.960 
9.960 



884 302 271 
980 522 220 
077 082 261 
173 982 138 
271 221 596 



96 219 949 
96 560 041 

96 899 877 

97 239 458 

97 578 784 



340 092 256 

339 83(i 255 

339 581 255 

339 326 256 

339 070 252 



m 



von 1.000 bis 2.000. 
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iTK^^I^eaoggl^ 


"^ilill IUI il>iF Tfirm '^üili im imif l 


S86S^ 


fc<i vsa^^xm^m^ i n twoomcTWi »q 


H ^ 


• 

% r(n) 




difi 


11 


'^^ 1 


1 1.721 


9.960 368 800 380 


97 


917 854 


338 


818 


256 1 


f 1.722 


9.960 466 718 234 


98 


256 672 


338 


562 


251 f 


I 1.723 


9.960 564 974 906 


98 


595 234 


338 


311 


254 1 


1 1724 


9.960 663 570 140 


98 


933 545 


338 


057 


255 i 


i 1-725 


9.960 762 503 685 


99 


271 602 


337 


802 


250 ]| 


i ' • 726 


9.960 861 775 287. 


99 


609 401 


337 


552 


2^^ 8 


f 1.727 


9.960 961 384 691 


99 


946 956 


337 


300 


253 f 


1 1.728 


9.961 061 331 647 


100 


284 256 


337 


047 


251 1 


1 1.729 


9-961 161 615 903 


100 


621 303 


336 


796 


251 i 


§ 1.730 


9.961 262 237 206 


100 


958 099 


336 


545 


250 ^ 


i ^*^^' 


9.961 363 195 305 


101 


294 644 


336 


295 


250 i 


y 1.732 


9.961 464 489 949 


101 


630 939 


336 


045 


251 ¥ 


f 1.733 


, 9.961 566 120 888 


101 


966 984 


335 


794 


248 f 


f 1.734 


9.961 668 087 872 


102 


302 778 


335 


546 


250 f 


1 ' "^^^ 


9.961 770 390 650 


102 


638 324 


335 


296 


250 1 


i 1.73G 


9.961 873 028 974 


102 


973 620 


335 


046 


247 i 


ffi 1.737 


9.961 976 002 594 


103 


308 666 


334 


799 


248 H 


f * l . 738 


9.962 079 311 260 


103 


643 465 


334 


551 


247 f 


f 1 . 739 


9.962 182 954 725 


103 


978 Ol» 


334 


304 


248 1 


1 ^'740 


9.962 286 932 741 


104 


312 320 


334 056 


249 1 


1 1.741 


9.962 391 245 061 


104 


646 376 


333 


807 


244 ll 


i ^ • 742 


9.962 495 891 437 


104 


980 183 


333 


563 


245 S 


S 1.743 


9.962 600 871 620 


105 


313 746 


333 


318 


250 8 


1 ^•'^^* 


9.962 706 185 366 


105 


647 064 


333 


068 


246 1 


§ 1.745 


9.962 811 832 430 


105 


980 132 


332 


822 


243 ^ 


i '-746 


9.962 917 812 562 


106 


312 954 


332 


579 


244 i 


i 1-747 


9.963 024 125 516 


106 


645 533 


332 


335 


246 i 


|S 1.748 


9-963 130 771 049 


106 


977 868 


332 


089 


243 S 


i 1-749 


9. 963 237 748 917 


107 


309 957 


331 


846 


244 i 


f 1.750 


9.963 345 058 874 


107 


641 803 


331 


602 


245 f 


1 1.751 


9.963 452 700 677 


107 


973 405 


331 


357 


242 i 


S 1.752 


9.963 560 674 082 


108 


304 762 


331 


115 


243 S 


i 1-753 


9.963 668 978 844 


108 


635 877 


330 


872 


243 |8 


8 1-754 


9.963 777 614 721 


108 


966 749 


330 


629 


241 8 


f 1.755 


9.963 886 581 470 

■ 


109 


297 378 


330 


388 


243 f 


1 ^-756 


9.963 995 878 848 


109 


627 766 


330 


145 


241 1 


1 1.757 


9.964 105 506 614 


109 


957 911 


329 


904 


241 » 


S 1.758 


9.964 215 464 525 


110 


287 815 


329 


663 


240 3 


11 1.759 


9.964 325 752 340 


HO 


617 478 


329 


423 


241 p 


1 1.760 


9. 964 436 369 818 


110 


946 901 


329 


182 


241 f 
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Tafel der Logarithmen der Gamraafunktionen 



»i'iwspawi 


log r(a) 




66C9i^ 


Kl mnnx 




/ 


cffqRQCCil 


F 




diffi 


/ 


"^ i 


i 1.761 


9.964 547 316 


719 


111 


276 083 


328 941 


239 1 


1 . 762 


9.964 658 592 


802 


IH 


605 024 


328 


702 


239 f 


1.763 


9.964 770 197 


826 


MI 


933 726 


328 


463 


240 1 


, 1.764 


9.964 882 131 


652 


112 262 189 


328 


223 


238 1 


! 1.765 

«3 


9.964 994 393 


741 


112 590 412 


327 


985 


238 1 


; 1 . 766 


9.965 106 984 


153 


112 918 397 


327 


747 


239 1 


1.767 


9.965 219 902 


550 


113 


246 144 


327 


508 


237 T 


.1.768 


9.965 333 148 


694 


113 


573 652 


327 


271 


238 i 


1.769 


'9.965 446 722 


346 


113 


900 923 


327 


033 


237 { 


! 1.770 


9.965 560 623 


269 


114 


227 956 


326 


796 


237 1 


1 '-^71 


9.965 674 851 


225 


114 


554 75*^ 


326 


559 


235 1 


1 1.772 


9.965 789 405 


977 


114 


881 311 


326 


324 


237 1 


[ *-^^^ 


9.965 904 287 


288 


115 207 635 


326 


087 


236 1 


f 1.774 


9.966 019 494 


923 


115 


533 722 


325 


851 


234 f 


1 1 .775 


9.966 135 028 


645 


115 


859 573 


325 


617 


237 1 


1 1.776 


9.966 250 888 218 


116 


185 190 


325 


380 


234 1 


1 1.777 


9.966 367 073 


408 


116 


510 570 


325 


146 


234 1 


1 1 . 778 


9.966 483 583 


978 


116 


835 716 


324 


912 


234 f 


t 1.779 


9.966 600 419 


694 


117 


160 628 


321 


678 


235 1 


1 1.780 


9.966 717 580 


322 
~628~ 


117 


485 306 


324 


443 


232 1 


1 1.781 


9.966 835 065 


117 


809 749 


324 


211 


233 1 


g 1.782 


9.966 932 875 


377 


118 


1.33 960 


323 


978 


234 S 


1 1.783 


9.967 071 009 


337 


118 


457 938 


323 


744 


232 ! 


l ^'^^^ 


9.967 189 467 


275 


118 


781 682 


323 


512 


231 ¥ 


9 1.785 


9.967 308 248 


957 


119 


105 194 


323 


281 


234 9 


1 ^^^^ 


9.967 427 354 


151 


119 


428 475 


323 


047 


230 • 


1 1.787 


9.967 546 782 


626 


119 


751 522 


322 


817 


231 S 


1 1.788 


9.967 666 534 


148 


120 


074 339 


322 


586 


231 S 


i 1.789 


9.967 786 608 


487 


120 


396 925 


322 355 


231 1 


f 1.790 


9.967 907 005 


412 


120 


719 280 


322 


124 


230 f 


1 ^ '^^^ 


9.968 027 724 


692 


121 


041 404 


321 


894 


230 1 


B 1.792 


9.968 148 76§ 


096 


121 


363 298 


321 


664 


230 1 


S 1.793 


9.968 270 129 


394 


121 


684 962 


321 


434 


228 fl 


i 1.794 


9.968 391 814 


356 


122 


006 396 


321 


206 


230 1 


1 1.795 


9.968 513 820 


752 


122 


327 602 


320 


976 


228 1 


1 1.706 


9. 963 636 148 


354 


122 


648 578 


320 


748 


228 1 


1 1.797 


9.968 758 796 


932 


122 


969 326 


320 520 


229 i 


1 1.793 


9.968 881 766 


258 


123 


289 846 


320 


291 


227 1 


1 1 . 799 


9. 969 005 056 


104 


123 


610 137 


320 


064 


228 1 


1 i.soo 


9.969 128 666 


241 


123 


930 201 


319 


836 


226 f 



> >+; - 



TOD 1.000 bis 2.000. 
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Qo^^MjJgQg^ 


|||^if«»^^M9flQM9Mf4N 




uBCSSv^^i^'^SpBSBSBq 


n 


g3ea»ii*ig 


i a 


% r(a) 


diffi 




1 1.801 


' 9 . 969 252 596 


442 


124 250 037 


319 610 


228 ll 


f 1.802 


9.969 376 846 


479 


124 569 647 


319 382 


225 1 


1 1.803 


9.969 601 416 


126 


124 889 029 


319 157 


227 1 


1 1 . 804 


0.969 626 305 


155 


125 208 186 


318 930 


225 £ 


H 1 . 805 


9.969 751 513 


341 


125 527 116 


318 705 


227 Ig 


§ 1 . 806 


9.969 877 040 


457 


125 845 821 


318 478 


225 i 


f 1.807 


9.970 002 886 


278 


126 164 299 


318 253 


223 f 


1 1.808 


9.970 129 050 


577 


126 482 552 


318 030 


226 1 


1 1.809 


9.970 255 533 


129 


126 800 582 


317 804 


224 i 


1 '*^'^ 


9.970 382 333 


711 


127 118 386 


317 580 


224 1 


i '«^" 


9.970 509 452 097 


127 435 9(i6 


317 356 


223 i 


f 1.812 


9.970 636 888 


063 


127 753 322 


317 133 


2-24 i 


1 l-8i3 


9.970 764 641 


385 


128 070 455 


316 909 


223 f 


f 1-814 


9.970 892 711 


840 


128 387 364 


316 686 


223 f 


1 1.815 


9.971 021 099 


204 
254 


128 704 050 

• 


316 463 


222 1 


i 1 .816 


9.971 149 803 


129 020 513 


316 241 


222 i 


li '-^1^ 


9.971 278 823 


767 


129 330 754 


316 019 


222 H 


f 1.818 


9.971 408 160 


521 


129 652 773 


315 797 


221 f 


1 1.819 


9.971 537 813 


294 


129 968 570 


315 576 


222 1 


1 1 . 820 


9.971 667 781 


864 


130 284 146 


315 354 


221' 1 


ffi 1.821 


9.971 798 066 


010 


130 599 500 


315 133 


220 i 


S 1 . 822 


9.971 928 665 


510 


130 914 633 


314 913 


221 9 


i 1 * 823 


9.972 059 580 


143 


131 229 546 


314 692 


219 S 


1 1 ' 824 


9.972 190 809 


689 


131 644 238 


314 473 


220 f 


f 1.825 


9.972 322 353 


927 


131 858 711 


314 253 


220 ^ 


i 1-826 


9.972 454 212 


638 


132 172 964 


314 033 


219 £ 


S 1 . 827 


9.972 586 385 


602 


132 486 997 


313 814 


219 S 


S 1-828 


9.972 718 872 599 


132 800 811 


313 595 


217 § 


i 1.829 


9.972 851 673 


410 


133 114 406 


313 378 


220 i 


f 1.830 


9.972 984 787 


816 


133 427 784 


313 158 


217 f 


1 1.831 


9.973 118 215 


600 


133 740 942 


312 941 


218 1 


1 1 . 832 


9.973 251 956 542 


134 053 883 


312 723 


218 i 


H 1 . 833 


9.973 386 010 


425 


134 366 606 


312 505 


216 S 


1 1 . 834 


9.973 520 377 


031 


134 679 111 


312 289 


216 i 


1 1.835 


9.973 655 056 


142 


134 991 400 


312 073 


219 1 


1 1.836 


9.973 790 047 542 


135 303 473 


311 854 


214 1 


8 '-837 


9.973 925 351 


015 


135 615 327 


311 640 


217 i 


§ 1838 


9.974 060 966 


312 


135 926 967 


311 423 


215 i 


S 1 . 839 


9.974 196 893 309 


136 238 390 


311 208 


216 i 


f 1.840 


9.974 333 131 


699 


136 549 598 


310 992 


214 1 
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Tafel der Logarithmen der Gammafunktionen 



a 



log r(a) 



diffi 




1.841 
1.842 
1.843 
1.844 

1.845 



1.846 
1.847 
1.848 
1.849 
1.850 



1.851 
1.852 
1.853 
1.854 
1.855 



1.856 

1.857 
1.858 
1.859 
1.860 



1.861 
1 . 862 
1.863 
1.864 
1.865 



1.866 
1.867 
1.868 
1 . 869 
1.870 



1.871 

1 . 872 
1.873 
1.874 
1.875 



9.974 469 
9.974 606 
9.974 743 

9 . 974 881 

9.975 018 



681 297 
541 887 
713 255 
195 186 
987 465 



136 860 590 

137 171 368 
137 481 931 

137 792 279 

138 102 413 



9.975 157 
9.975 295 
9.975 434 
9.975 573 
9.975 712 



089 878 
502 211 
224 251 
255 785 
596 599 



138 412 333 

138 722 040 

139 031 534 
139 340 814 
139 649 881 



9.975 852 246 480 

9.975 992 205 217 

9.976 132 472 596 
9.976 273 048 407 
9.976 413 932 438 



139 958 737 

140 267 379 
140 575 811 

140 884 031 

141 192 039 



9.976 555 124 477 
9.976 696 624 313 
9.976 838 431 735 

9.976 980 546 534 

9.977 122 968 499 



141 499 836 

141 807 422 

142 114 799 
142 421 965 
142 728 920 



9.977 265 697 419 
9 . 977 408 733 086 
9.977 552 075 290 
9.977 695 723 822 
9 . 977 839 678 473 



143 035 667 
143 342 204 
143 648 532 

143 954 651 

144 260 661 



9.977 983 939 034 

9.978 128 505 298 
9.978 273 377 057 
9.978 418 554 102 
9 . 978 564 036 225 



144 566 264 

144 871 759 

145 177 045 
145 482 123 
145 786 995 



9.978 709 823 220 

9 . 978 855 914 882 

9.979 002 311 002 
9.979 149 Oll 375 
9.979 296 015 794 



146 091 662 
146 396 120 

146 700 373 

147 004 419 
147 308 259 



310 778 
310 563 
310 348 
310 134 
309 920 



309 707 
309 494 
309 280 
309 067 
308 856 



308 
308 
308 
308 
307 



642 
432 
220 
008 
797 



307 586 
307 377 
307 166 
306 955 

306 747 



306 537 
306 328 
306 119 
305 910 
305 703 



305 495 
305 286 
305 078 
304 872 
304 667 



304 
304 
304 
303 
303 



458 
253 
046 
840 
635 



213 
214 
213 
211 
214 



210 
212 
212 
211 
211 



209 
211 
211 
208 
210 



209 
209 
209 
207 
208 



209 
208 
206 
205 
209 



205 
207 
206 
205 
205 



1.876 

1.877 
1.878 
1.879 
1.880 



9.979 443 324 053 
9.979 590 935 947 
9.979 738 851 271 

9 . 979 887 069 819 

9 . 980 035 591 388 



147 611 894 

147 915 324 

148 218 548 

148 521 569 
148 824 384 



303 430 
303 224 
303 021 
302 815 
302 612 




206 
203 
206 
203 
205 



von 1.000 bis 2.000. 
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INti'iMCXBiKSHii« 


K a 


log r(a) 


diffi 


// 


/// i 


S 1.881 


9.980 184 415 772 


149 126 996 


302 407 


203 1 


S 1.882 


9.980 333 542 768 


149 429 403 


302 204 


203 S 


f 1.883 


9.980 482 972 171 


149 731 607 


302 001 


204 f 


1 1.884 


9.980 632 703 778 


150 033 608 


301 797 


202 1 


1 1.885 


9.980 782 737 386 


150 335 405 


301 595 


203 1 


1 1.886 


9.980 933 072 791 


150 637 000 


301 392 


203 i 


8 1.887 


9.981 083 709 791 


150 938 392 


301 189 


201 8 


f 1.888 


9.981 234 648 183 


151 239 581 


300 988 


202 f 


1 1.889 


9.981 385 887 764. 


151 540 569 


300 786 


201 1 


1 I.89U 


9.981 537 428 333 


151 841 355 


300 585 


203 1 


i 1.891 


9.981 689 269 688 


152 141 940 


300 382 


199 1 


fi 1.892 


9.981 841 411 628 


152 442 322 


300 183 


202 1 


¥ 1.893 


9.981 993 853 950 


152 742 505 


299 981 


200 1 


ffi 1.894 


9.982 146 596 455 


153 042 486 


299 781 


200 & 


1 1-895 


9.982 299 638 941 


153 342 267 


299 581 


200 1 


1 1.896 


9.982 452 981 208 


153 641 848 


299 38] 


201 i 


1 1.897 


9.982 606 623 056 


153 941 229 


299 180 


197 i 


i 1.898 


9 . 982 760 564 285 


154 240 409 


298 983 


202 S 


f 1.899 


9.982 914 804 694 


154 539 392 


298 781 


196 f 


1 1.900 


9.983 069 344 086 


154 838 173 


298 585 


201 1 


i 1.901 


9.983 224 182 259 


155 136 758 


298 384 


197 § 


1 1.902 


9.983 379 319 017 


155 435 142 


298 187 


199 1 


1 1.903 


9.983 534 754 l59 


155 733 329 


297 988 


197 1 


f 1.904 


9.983 690 487 488 


156 031 317 


297 791 


199 f 


& 1.905 


9.983 846 518 805 


156 329 108 


297 592 


196 1 


I 1.906 


9.984 002 847 913 


156 626 700 


297 396 


198 1 


8 1.907 


9.984 159 474 613 


156 924 096 


297 198 


195 S 


i 1.908 


9.984 316 398 709 


157 221 294 


297 003 


199 1 


1 1.909 


9.984 473 620 003 


157 518 297 


296 804 


196 1 


f 1.910 


9.984 631 138 300 


157 815 101 


296 608 


195 f 


1 1-911 


9.984 788 953 401 


158 111 709 


296 413 


197 1 


1 1.912 


9.984 947 065 110 


158 408 122 


296 216 


195 1 


S 1.913 


9.985 105 473 232 


158 704 338 


296 021 


195 S 


1 1.914 


9.985 264 177 570 


159 000 359 


295 826 


196 8 


? 1.915 


9 . 985 423 177 929 


159 296 185 


205 630 


194 1 


1 1.916 


9.985 582 474 114 


159 591 815 


295 436 


195 1 


S 1-917 


9.985 742 065 929 


159 887 251 


295 241 


194 § 


8 1.918 


9.985 901 953 180 


160 182 492 


295 047 


195 g 


1 1.919 


9.986 P62 135 672 


160 477 539 


294 852 


193 1 


1 1.920 


9.986 222 613 211 


160 772 391 


294 659 


194 I 
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Tafel der Logarithmea der Gammafunktioaeo 



X+i r;. 



->Ta. 



K '^ 


% r(a) 


diffl 


II 


/// 


3 1.021 


0.086 383 385 602 


161 067 030 


204 465 


103 


1 1.922 


9.086 544 452 652 


161 361 515 


204 272 


103 


} 1.023 


0.086 705 814 167 


161 655 787 


294 079 


104 


i 1-^'^^ 


. 986 867 460 054 


161 940 866 


203 885 


101 


1 1.925 


. 087 020 410 820 


162 243 751 


203 604 


104 


§1.926 


0.087 191 663 571 


162 637 445 


203 500 


101 


1 1.927 


9.987 354 201 016 


162 830 045 


293 309 


192 


f 1.028 


9.087 517 031 061 


163 124 254 


203 117 


102 


1.920 


0.087 680 156 215 


163 417 371 


202 025 


102 


1 1.030 


0.987 843 573 586 


163 710 296 


292 733 


189 


1 1.031 


9.988 007 283 882 


164 003 020 


292 644 


194 


1 1.032 


9.988 171 286 911 


164 205 573 


202 350 


188 


f 1.033 


9.988 335 582 484 


164 587 023 


202 162 


101 


Si 1.034 


9.088 500 170 407 


164 880 085 


201 071 


101 


: 1.035 


9.088 665 050 402 


165 172 050 


201 780 


100 


1 1.036 


. 088 630 222 548 


165 463 836 


201 500 


188 


1 1.037 


0.088 905 686 384 


165 755 426 


291 402 


102 


! 1.038 


0.080 161 441 810 


166 046 828 


291 210 


187 


1.030 


0.080 327 488 638 


166 338 038 


291 023 


101 


1.040 


0.080 493 826 676 


166 620 061 


290 832 


187 


: 1.041 


9.980 660 455 737 


166 910 803 


200 645 


180 


1 1 . 042 


9.980 827 375 630 


167 210 538 


200 456 


188 


1 1.043 


0.080 004 586 168 


167 600 004 


200 268 


180 


i 1.044 


0.990 162 087 162 


167 701 262 


200 070 


188 


li 1.045 


9.000 320 878 424 

• 


168 081 341 


289 891 


186 


i 1.046 


0.000 407 039 765 


168 371 232 


280 706 


188 


1 1.047 


9.000 666 330 007 


168 660 937 


280 617 


187 


i 1.048 


0.000 834 001 034 


168 050 454 


280 330 


188 


1 1.049 


0.001 003 042 388 


169 230 784 


280 142 


185 


f 1.950 


0.901 173 182 172 


160 528 026 


288 067 


187 


i 1.051 


0.001 342 711 098 


160 817 883 


288 770 


185 


1 1.052 


9.001 512 528 081 


170 106 653 


288 685 


187 


f 1.053 


0.001 682 635 634 


170 305 238 


288 308 


187 


i 1.054 


0.001 853 030 872 


170 683 636 


288 211 


185 


f 1.055 


0.002 023 714 508 


170 071 847 


288 026 


185 


( 1.056 


0.002 104 686 355 


171 250 873 


287 841 


184 


l 1.057 


0.092 365 946 228 


171 547 714 


287 657 


185 


1 1.958 


9.092 537 493 942 


171 835 371 


287 472 


184 


1 1.050 


9.992 709 320 313 


172 122 843 


287 288 


183 


1 1.060 


9.902 881 452 156 


172 410 131 


287 103 


184 



voD 1.000 bis 2.000. 



209 





9iMt«»«MelG!Se9M»<ii»^tfrS 

logTia) 




II 


/// 


i 1.961 


9.993 053 862 287 


172 697 234 


286 919 


184 


S 1.962 


9.993 226 559 521 


172 984 153 


286 735 


183 


f 1.963 


9 . 993 399 543 674 


173 270 888 


286 552 


184 


1 1.964 


9 . 993 572 814 562 


173 557 440 


286 368 


183 


i 1.96S 


9.993 746 372 002 


173 843 808 


286 185 


183 


§ 1.966 


9 . 993 920 215 810 


174 129 993 


286 002 


183 


8 1.967 


9.994 094 345 803 


174 415 995 


285 819 


182 


f 1.968 


9.994 268 761 798 


174 701 814 


285 637 


182 


1 1.969 


9.994 443 463 612 


174 987 451 


285 455 


182 


i 1-070 


9 . 994 618 451 063 


175 272 906 


285 273 


182 


i 1-971 


9.994 793 723 969 


175 558 179 


285 091 


182 


1 1.972 


9.994 969 282 148 


175 843 270 


284 909 


180 


1 1.973 


9.995 145 125 4l8 


176 128 179 


284 729 


183 


A 1.974 


9.995 321 253 697 


176 412 908 


284 546 


179 1 


1 1-975 


9.995 497 666 505 


176 697 454 


284 367 


182 


i 1.976 


9.995 674 363 969 


176 981 821 


284 185 


181 ! 


1 1.977 


9.995 851 345 780 


177 266 0U6 


284 004 


178 


i 1.978 


9 . 996 028 611 786 


177 550 010 


283 820 


181 j 


f 1.979 


9.996 206 161 796. 


177 833 836 


283 645 


181 


1 1-0^ 


9.996 383 996 632 


178 117 481 


283 464 


177 


i 1.981 


9.996 562 113 113 


178 400 945 


283 287 


18i ; 


S 1.982 


9.996 740 514 068 


178 684 232 


283 105 


177 i 


i 1.983 


9.996 919 198 290 


178 967 337 


282 928 


181 ! 


f 1.984 


9 . 997 098 165 627 


179 250 265 


282 747 


176 ' 


§ 1 .985 


9.997 277 415 892 


179 533 012 


282 571 


181 j 


1 1.986 


9 . 997 456 948 904 


179 815 583 


282 390 


176 , 


S 1.987 


9 . 997 636 764 487 


180 097 973 


282 214 


180 


i 1.988 


9 . 997 816 862 460 


180 380 187 


282 034 


176 


S 1.989 


9 . 997 997 242 647 


180 662 221 


281 858 


179 1 


f 1.990 


9.998 177 904 868 


180 944 079 


281 679 


177 


1 1.991 


9.998 358 848 947 


181 226 758 


281 502 


170 < 


{ 1.992 


9 . 998 540 074 705 


181 507 260 


281 326 


179 : 


1 1.993 


9 . 998 721 581 965 


181 788 586 


281 147 


174 


8 1.994 


9 . 998 903 370 551 


182 069 733 


280 973 


179 ; 


f 1.995 


9 . 999 085 440 284 


182 360 706 


280 794 


175 


1 1.996 


9 . 999 267 790 990 


182 631 500 


280 619 


176 


1 1.997 


9.999 450 422 490 


182 912 119 


280 443 


176 


M 1.998 


9.999 633 334 609 


183 192 662 


280 267 


176 


i 1.999 


9.999 816 527 171 


183 472 829 


280 091 


175 


1 2.000 


9 . 000 000 000 000 


183 752 920 


279 916 


175 
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Vorrede. 



Es ist ein lange und sorgsam gepflegtes Schooskind meiner Müsse, 
was ich mit dieser Schrift den Freunden feinerer mathematischer Unter- 
suchungen übergebe« Sie enthält die, so weit es mir möglich war, voll- 
ständige Darstellung zweier Theorieen, dereft hohe wisselisehafüiche 
Bedeutung und vielseitige praktische Anwendbarkeit schon länger die 
Aufmerksamkeit der Mathematiker auf sich gezogen haben. Aber eben das 
Interesse, womit man sie betrachtete, hat auch eine wahre Unzahl von 
Erörterungen über diesen und jenen einzelnen Punkt aus ihnen hervor- 
gerufen, so dass es heut zu Tage schon einige Mühe und Zeit kostet, um 
durch das reiche in Zeitschriften und Spezialabhandlungen zerstreute 
Material hindurch zu dringen. Diese Bemerkung einerseits und der Um- 
stand andererseits , dass die jetzt schon etwas veralteten Quellen jener 
Lehren (Legendre, tkScrie des fanctians dliptiques et des integrales 
EulMenneSj und Fourier, th^orie de la chaleter) wegen ihrer Kost- 
spieUgkeit nur wenig verbreitet sind, und neuere umfassende Arbeiten 
darüber gar nicht existiren, Hessen es nicht unpassend erscheinen, 
eine Darstellung zu geben, welche dem Meister als Hand- und Nach- 
schlagebuch, dem Anfänger aber als Lehrbuch dienen könnte« Um 
den letzteren Zweck, ohne Störung des ersten, zu erreichen, habe ich 
aUes Das, was nicht als unmittelbar aus den ersten Elementen des 
höheren Calcüls bekannt vorausgesetzt werden durfte, in den Noten 



IV Vonrede. 

hinreichend erläutert Um auch die Bedürfnisse des praktischen Rech- 
ners zu befriedigen, sind die nöthigen Zahlentafeln, nebst einer An- 
leitung zu ihrem Gebrauche, beigegeben worden. Uebrigens wird man 
vorliegende Schrift nicht blos für eine bunte Zusammenstellung der 
Arbeiten Anderer ansehen dürfen; das Streben nach Einheit der Form 
und Strenge der Entwickelung nöthigte mich oft zu Abweichungen vom 
gewöhnlichen Gedankengange; dass ich aber auch materiell Neues in 
ziemlich reichem Maasse mittheile, wird man ohne Mühe finden. Be- 
sonders erlaube ich mir in dieser Beziehung auf die am Ende des 
zweiten Heftes auseinander gesetzte Methode zur Reduktion vielfacher 
Integrale aufmerksam zu machen, die mit überraschender Leichtigkeit 
auf solche Integrale anwendbar ist, in denen eine willkübrliche Funktion 
sämmtlicher Yariabelen vorkommt. 

Jena, im September 1847. 

ScUSmilch. 
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der 
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SeUomileh, Analjt. Stadien, n. 



Cap. I. 

Die Fourier^ sehen Reihen. 

Unter der grossen Zahl rein analytischer Probleme, auf welche 
man bei den physikalischen Anwendungen des höheren Calcüls hin- 
gewiesen worden ist, befindet sich auch das: eine beliebige Funktion 
einer einzigen Variablen in eine nach den Cosinus oder Sinus der Viel- 
fachen jener Veränderlichen fortschreitende Reihe zu verwandeln, und 
man weiss, welche bedeutende Rolle diese Aufgabe in der Untersuchung 
über die Gestalt schwingender Saiten bei Lagrange und inFourier's 
mathematischer Theorie der Wärme gespielt hat. Dass man in der 
That sehr leicht auf das genannte Problem stossen kann und zwar 
namentlich bei der Integration gewisser partieller Differenzialgleichungen, 
möge das folgende, wenn auch sehr einfache, doch hinreichend allge- 
meine Beispiel zeigen, dessen Anschaulichkeit den Sinn jener Aufgabe 
recht gut zu erläutern im Stande ist. Es sei zwischen zwei bestimmten 
Punkten eine materielle krumme Linie einfacher Krümmung, also etwa 
ein schlaffes irgendwie gekrümmtes Seil, gegeben, ein beliebiger Punkt 
desselben durch die Coordinaten :r, y und die Gestalt der Curve durch 
die Gleichung y=szf{x) bestimmt. Lassen wir auf alle Punkte der 
materiellen Linie Kräfte wirken , welche eine Veränderung ihrer Gestalt 
hervorrufen , so werden nach der Zeit t etwa x und u die Coordinaten 
irgend eines Punktes der Curve sein, wobei u eine noch zu bestim- 
mende Funktion von x und t bildet Um nun einen speziellen Fall 
vor Augen zu haben, wollen wir annehmen, dass man mit Hülfe mecha- 
nischer Betrachtungen gefunden habe, es müsse u die partielle Diffe- 

renzialgleichung 

du du 

dt ,dx 
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erfüllen, in weldier a eine constante Grösse bezeichnet. (Natürlich 
kommt es hier gar nicht darauf an, ob es überhaupt solche Kräfte 
giebt oder nicht, bei welchen die Regeln der Mechanik zu der obigen 
Differenzialgleichung führen würden.) Will man dieselbe integriren, 
d. h. u als Funktionen von x und t bestimmen, so kann man sich 
des bekannten einfachen Verfahrens bedienen, wonach man ihr allge- 
meines Integral aus den partikulären Integralen derselben zusammensetzt. 
Nun übersieht man aber leicht, dass u ==: Acosm(x + at)^ worin A 
und m willkührliche Constanten sind, die Differenzialgleichung befriedigt 
und hieraus folgt sogleich, dass dieselbe auch durch den allgemeineren 
Ausdruck 

u =s A^ + A^ cot{x + at) + A^ cos2(x + of) + . • • 

erfüllt wird, weil jeder einzelne Bestandtheil desselben ihr genügt Soll 
aber diese Auflösung allgemein sein, so muss sie uns für ^ = auf 
den ursprünglichen Zustand derCurve, der durch die Gleichung y^=sf{x) 
charakterisirt wurde, zurückführen, d. h. es müssen die bisher noch 
willkührlichen Constanten A^^ A^j A^^ etc. so bestimmt werden, dass 
für t = das obige u in y übergeht, also 

f(x) = A^ + A^ posx + A^cos2x + ...» (1) 

wird, was in Zeichen das Nämliche ist, wie die früher in Wort^ aus- 
gesprochene Aufjgabe. — Wäre man dagegen von der partikulären 
Auflösung u:=: Btmm(x + ai) ausgegangen, so würde man auf die 
Forderung gekommen sein, B^^ JB,, fi,, etc. so zn bestimmen, dass 

. fix) = B^ mnx + B^nnix + B^shiZx + ... (2) 

wird, weiche der vorigen ganz analog ist. — Aus der Fassung der 
ganzen Aufgabe gehen übrigens noch einige Bemerkungen hinsichtlich 
der Natur der Funktion f{x) und der Art der Auflösung hervor, die 
für das Folgende von Wichtigkeit sind. Da nämlich von der in Rede 
stehenden Curve nur diejenige Partie betrachtet wird, welche zwischen 
zwei bestimmten Punkten, denen etwa die Absdssen a und ß ent- 
sprechen mögen, enthalten ist, so versteht sich von selbst, dass wir 
die oben ausgesprochenen Aufgaben gar nicht im Allgemeinen, d.h. für 
alle möglichen x^ sondern nur so zu lösen haben, dass dfe Gleichun- 
gen (1) und (2) für alle die Werthe von x bestehen, welche in das 
Intervall a:=a bis x=ß fallen; ferner ist klar, dass jedem bestimmten 
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X zwischen a und ß nur ein einziges y entsprechen darf» dass wir 
also immer nur einen Zweig d^ Curve ys=zf{x) auf einmal betrachten 
werden, wenn mehrere solche Zweige vorhanden sein sollten, und 
endlich müssen wir die krumme Linie als eine während des Intervalles 
x = a bis x=ß ununterbrochen fortlaufende, d. h. als eine stetige 
voraussetzen. Damit ist aber nicht gesagt, dass y immer nach einem 
und dem nämlichen Gesetze von x abhängig sei und wir können daher 
immerhin annehmen, dass in verschiedenen Tbeilen jenes Intervalles y 
auf verschiedene Weise aus x gebildet, also z« B. die Curve aus einem 
parabolischen und einem cykloidalischen Bogen etc. zusammengesetzt 
sei, wenn nur diese verschiedenen Stücke ohne Unterbrechung an- 
einander gereiht sind. Ja, was noch mehr ist, wir haben gar nicht 
einmal nöthig, eine mathematisch ausdrückbare Abhängigkeit des y von x 
überhaupt nur vorauszusetzen, denn es wäre möglich, dass man durch 
einen beliebigen ganz regellosen Zug eine innerhalb des Intervalles 
ar = a bis x=ß zusammenhängende Curve zu Stande gebracht hätte, 
die sich durch keine mathematische Funktion ys=ssf(x) ausdrücken 
Hesse. Wir verstehen demnach im Folgenden unter der Gleichung y=ssf(x) 
weiter nichts, als dass jedem bestimmten x zwischen a und ß ein 
bestimmtes endliches y entspricht, gleichviel wo man das Letztere her- 
bekommen hat 

s. 1. 

Wenn überhaupt eine Lösung der in den Gleichungen 
f(x) z=s A^ + A^eosx + A^cos2x + A^cosZx + ... (1) 
f(x) = JBj sinx + B^sinix + B^sinZx + • • . (2) 

ausgesprochenen Aufgaben möglich sein soll, so kann dieselbe sicher 
nur innerhalb eines gewissen Intervalles für x existiren. Bezeichnen 
wir nämlich die Summen der Reihen rechts, ganz abgesehen von der 
links stehenden willkührlichen Funktion, mit 0(x) und V(x), so erhellt 
auf der Stelle die Richtigkeit der Gleichungen: 

ä>(— x) = 0(x) , (n+x) = 0(n — x) , 0(2n+x) = 0(2»— a?) , etc. 
V(—x) = — V(x), V(x) == y(2« + a:) = "Pi^ri + x), etc. 

mit einem Worte, die Funktionen 0(x) und ^Pix) haben ganz die 
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Eigenschaften wie ein Ausdruck von der Form co$mx oder sinmx^ 
wenn m darin eine ganze positive Zahl bedeutet; besitzt nun f(x) 
nicht dieselben Eigenschallen — und diess setzen wir natürlich nicht 
voraus — , so können die Gleichungen (1) und (2) höchstens innerhalb 
eines gewissen Intervalles besteben, und namentlich geht aus den 
Eigenschaften Ö> ( — j:) = <2) (ar) , <2) (ir + o:) = <2) (w — x) hervor , dass 
zwischen f{x) und <2>(a:) über die Gränzen a:=sO und x = n hinaus 
im Allgemeinen keine Identität mehr stattfinden kann. Ebenso leicht 
übersieht man, dass wegen V{—x) = —W{x), «F(0) = 0, 'F(^)=0 
die Gleichung /(o;) = ¥^(ar) höchstens für alle zwischen und n 

fallende Werthe, aber weder für a? ^ noch für x^n Bestand 
haben kann. 

Gesetzt nun, man wüsste, dass die Auflösung unserer Aufgaben 
für alle innerhalb des Intervalles or = bis x = n liegenden Werthe 
von x möglich sei, so würde es sehr leicht sein, die Werthe der noch 
unbestimmten Coeffizienten A und B aufzufinden. Handelte es sich 
z. B. um den Werth von An in der Gleichung 

f{x) = A^ + A^coix + A^co$2x + ... + AnCO$nx + ... 

so multiplizire man die ganze Gleichung mit icosnx und zerlege jedes 
Cosinusprodukt in eine Cosinussumme; es wird so 

2f(x)cosmx = 2A^cosmx + A^U;os(m — l)x + co*(m 4-l)a?| 

+ A^U:os(m — 2)x + co*(iii-|- 2)^:1 

+ 

+ An U. + cos2nxl 
+ AnJ^i{cosx + cos(2n + i)x^ 
+ ^„+2(co* 2ar + cos (2n + 2) x^ 
+ 

Erinnert man sich nun, dass für jedes ganze positive m 

cosmxdx = 



f. 



ist, so erhellt auf der Stelle, dass man hier alle Glieder mit Ausnahme 
von An • 1 wegschaffen kann , wenn man die ganze Gleichung mit dx 
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mulüplizirt und darauf innerhalb der Gränzen a: = und x = n inte- 
grirf^), was natürlich stillschweigend voraussetzt, dass bei dieser Aus- 
dehnung des w die Existenz der ganzen Gleichung nicht aufhört. Es 
folgt jetzt 



2 / f(x)cos'ax dx = An 1 da: 



oder 



2 /•" 

An = — I f(x) cosnx dx . (3) 



Diese Bestimmung ändert sich nur in dem Falle n = etwas; 
multipUzirt man da die Gleichung (1) blos mit dx und integrirt ebenso 
wie vorher; so wird 



A, = ^J f(x)dx 



- *) Man konnte für den ersten Augenblick glauben, dass die hier postulirte 
Integration mit der Eingangs vorausgesetzten Regellosigkeit von /(^) in Wider- 
spruch stehe, indem man sagte, wer überhaupt ein Integral von der Form 







bestimmen will, setzt voraus, dass es eine Funktion V^(«) gebe, welche wenig- 
stens innerhalb des Intervalles x = a bis ^ s= 6 die Eigenschaft 

besitzt und demnach doch mathematisch ausdrückbar scheint. Hierauf ist die 
ganz einfache Antwort: die obige Definition des bestimmten Integrales ist eine 
indirekte, wie auch die des unbestimmten Integrales, und eben deswegen die 
untergeordnetere; die direkte und allgemeinere Definition aber erklärt das be- 
stimmte Integral für die Fläch«, welche von der Gurve, deren Gleichung ys=9(jr) 
ist, dem Stucke b^a der Abscissenachse und den Ordinaten a, b begränzt 
wird. Diese letztere Definition passt auf alle noch so regellosen Funktionen 
9(ar) oder Gurven und liegt der ganzen obigen Betrachtung zu Grunde. 
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also A^ nur der Hälfte desjenigen Werthes gleich , den die Formel (3; 
fsr ft = geben wftrde. Wir können demnach auch schreiben: 

f{x) =5 ^ il^j + A^ cosx + A^cos2x + .... 

jcosnxaa. 



=U/- 



Ebenso leicht ergiebt sich aus der Gleichung (2), wenn man die- 
selbe mit 2gmnxdx multipllzirt und zwischen denselben Gränzen 
integrirt, 

f{x) — B, vnx + £^ nn 2a: + B3 nn 3jr + . . . j 

2 /^ ! (5) 

J?« =s — I f{x) iin nxdx , I 

So kurz diese Bestimmung der unbekannten Coeffizienten ist, so 
ungenögend ist sie auch, sowohl in formeller als materieller Hinsicht 
Einerseits nämlich ruht die ganze Rechnung auf einer durch nichts 
begründeten Voraussetzung, die wir schon genannt haben, andererseits 
lässt dieselbe noch Fragen unbeantwortet, ohne deren Erledigung die 
ganze Auflösung nur eine halbe bleibt; so wissen wir z. B. noch nichts 
über die Anzahl der Reihenglieder, woran sich, wenn dieselbe unendlich 
gross werden sollte, wieder die Frage nach der Convergenz der gefunde- 
nen Reihen knüpft; ferner ist uns unbekannt, was aus der Gleichung (4) 
wird, wenn man darin x:=sO oder x=n setzt; es wäre nämlich recht 
gut möglich, dass die genannte Formel für diese Werthe noch Bestand 
hätte, was offenbar in der darauf folgenden nicht stattfindet, wenn 
nicht zufälligerweise f(0)=sf{n)s=:0 ist 

Alle diese Fragen lassen sich mit der grössten Vollständigkeit und 
Sicherheit erledigen, wenn man die Aufgabe .selbst umkehrt, und statt 
Ton der Reihenent wickelung für /(or) auszugehen, eine Summirung 
der formell bereits bestimmten Reihe versucht Substituireii wir näm- 
Uch für die einzelnen CoefiBzienten ihre Werthe, nehmen jede der 
Reihen als eine endliche und abstrahiren ganz von der jedesmaligen 
linken Seite der Gleichungen (4) und (5), so käme es offenbar blos 
darauf an, die Summen der Reihen: 
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i I f(pc)dx + co$x I f(x)cosx dx + co»2x 1 f(x)cos^xdx+ ... 



. . , + cosnx I f(x) cos nx dx 



in X I f(x) tinx dx + tin 2a? 7 f{x) sm^xdx + • • . 



•^0 



.. . + sinnx I f(x) sin nx dx 

zu finden. Diese Reihen lassen sich leicht in eine sehr bequeme Form 
bringen, wenn man, um Verwechselung zu verhüten, statt des x, 
wonach integrirt wird, einen anderen Buchstaben, etwa <, braucht, 
dann die Faktoren cosx^ cos2xy etc. sinx^ sin2x^ etc., welche für 
die Integrationen constant sind, unter die Integralzeichen steckt und 
zuletzt alle Integrale in ein einziges zusammenzieht, was wegen der 
gleichen Integrationsgränzen sehr leicht ist. Die obigen Reihen nehmen 
dann folgende Gestalt an: 

/ f(t){\ + cosxcost + cos2xcos2t + ... + cosnx cosntl dt (6) 

/ f(f){sinxsint + sin2x sinit + ... + sinnx sinnig dt . (7) 

Zeriegt man jedes Cosinus- oder Sinusprodükt, so findet man 

^ + cosxcost + cos2x cos2t + ... + cosnx cosnt 
f + ^\ees(x — t) + cof2(Ä — I) + ... + cosn{x — tj^ 
-^ ^\cos{x+f) + cof2(2: + + ••^- + cofn(ar + 0) 
und ähnlich 

sinxsint -f- sin2x sin'it + ••• + sinnx sinnt 
= ^\cos(x — t) + cos2(x — t) + ... + cosn{x — f)l 
— ^fcos(x + t) + cos2(x + t) + ... + cosn{x+tj^ 
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und jede dieser Reihen lässt sich leicht summiren, wenn man die 
bekannte Formel *) 

«n(2« + l)y 
cosu + CO* 2tt + , . . + cosnu = — | + ^ (8) 

in Anwendung bringt Man findet dann 

^ + coixcost + co$2xcos2t + ... + cosfuccosnt 

««(2n+l)^ rin(2n+l)^ \ (9) 

4«»— s — 4n«— ?r— 



nna:sint + nn2xsin2t -]- • . . + sin nx sinnt 

«ii(2n+l)'^ ttn(2«+l)^ | (10) 

- . X — t . . x + t 

Ism — TT- 4ä« — i— 



Die Summen der Reihen (6) und (7) erhält man also aus: 

/" ««(2^+1)^ [^ «•„(2n+l)^' 
m 7^3T— *±* / f(') , x + t ^' (") 
«„__ t/^ «»-2" 

je nachdem man das obere oder untere Zeichen nimmt Man übersieht 
nun gleich, dass wenn der Werth hiervon in ein bloses f(x) übergehen 
soll, wie diess sein müsste, wenn die Gleichungen (4) und (5) wirklich 
richtig wären, n keine endliche Grösse sein kann, weil sonst eine 
Funktion von x und n, aber nicht von x allein herauskäme. Wir 



*) Man überzeugt sich yon ihrer Richtigkeit leicht durch beiderseitige 
Multiplikation mit 2f »n -5- und nachherige Zerlegung jedes Produktes links in 
eine Sinusdifferenz. 
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werden hier also auf das Problem hingewiesen, den Gränzwerth zu be- 
stimmen, welchem sich ein Integral von der Form 

«ii(2n + l)-=- 

fur unausgesetzt wachsende n oder 2n + l nähert. Setzen wir zur 
Abkürzung 2n+l=5Ä, — =-=^, wo f die neue Variable ist, so 
steUt sich unser Integral unter die allgemeine Form 

oder wenn wir -r-jr /^r+ (2f ' — xjl^ in so fem diese Grösse von t' 

■ 

abhängt, mit q>(f) bezeichnen, unter die folgende: 



f sinkt' f(f) dt'. 



Es kommt nun, wie man hieraus ersieht, blos darauf an, den 
Gränzwerth zu finden, gegen welchen ein Integral Ton der Form 



/. 



b 
f(t) sin kt dt 



für unendlich wachsende k convergirt, wobei wir k als eine ganz be- 
liebige Grösse und 6>>a Toraussetzen wollen. 

Die soeben ausgesprochene Aufgabe lässt sich auf die folgende sehr 
einfache Weise lösen« Wir führen zunächst eine neue Veränderliche x 

der Art ein, dass z^zkt oder ^ = -7- ist; es wird dann 

f m sinkt dt = \fA^)^nzdz. (1) 

* ak 
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Unter den Vielfachen der Lud olph' sehen Zahl, also unter den 
Grössen tt, 2ir, 3;r etc., giebt es nun ganz sicher eines, welches 
nächst grösser als akj und eines, welches nächst kleiner als bk ist, 
oder mit anderen Worten , wenn m und n ein paar ganze Zahlen be- 
deuten, so kann man dieselben immer so bestimmen, dass ak zwischen 
(m — l)n und mn^ ebenso bk zwischen nn und {n + l)n fallt; wir 
dürfen daher 

a£ SB mn — « , M as= ti» -)- /9 (2) 

setzen, wo a und ß Gr<)ssen sind, welqhe immer zwischen und n 
liegen. Das nach % genommene Integral umfasst jetzt das Intervall 
mn — a bis nn + ß und wenn wir dieses letzere in drei andere von 
mn — a bis tnn^ von nin bis nn und von nu bis nn + ß zerlegen, so 
zerfällt unser Integral in 3 andere, nämlich 




f(t) sinkt dt = y 1 f{j) sinzdz 



r' 



mn — a 

(3) 



f{j) '«'*= + ^J fii) *inzd» + ^J f{^) sinxd} 

mn — a . m« nn 

die wir jetzt einzeln betrachten wollen. 

Im ersten Integrale setzen wir xsssmn — a:^ woraus dnz:=scosmnsinx 
und dz:=s — dx folgt Die Integrationsgränzen für z bestimmen sich 
jetzt aus den Gleichungen z s=smn — nur, «ssnus — (mn-r- a) sui4 
also 2 = und z =: o. Das lategral geht hierdurch in 

— (— ir-^y f{ ^ j^ ^ )smxdx 

a 

Über, oder, wenn wir die Integrationsgränzen vertauschen, also dem 
Integrale das entgegengesetzte Vorzeichen geben und statt mn seinen 
Werth ak^a selzen. 



(— l)*" / j^f{a-)r^^-^)smxda:. 



(4) 
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Es ist nuQ leicht zu sehen, dass sich dieses Integral für unendlich 
wachsende k der Gränze Null nähert, wenn für unbegränzt abnehmende 
i überhaupt 

Lim [Sf(a + J)] = 

ist; denn in diesem Falle haben wir auch 

und um so mehr 

weil t unendlich wächst, a und x aber immer endliche Grössen 
bleiben, nämlich a<^n nach dem Früheren und a:<ia vermöge der 
Integrationsgränzen in (4). Da nun das genannte Integral mit dem 
ersten auf der rechten Seite in (4) vorkommenden identisch ist, so 
haben wir 



I^^ -7- / f(4-) «W« & =: 

k J '\ki y (5) 

wenn -Lim (V(a + J)j = . 

Setzen wir femer in dem dritten Integrale in Nr. (3) 2 = stu -f- ^9 
so geht dasselbe in 



über und wenn lÄm\8f{b — j) = ist, für unbegränzt abnehmende Sy 
so hat man audi 

woraus folgt, dass das in Rede stehende Integral gegen die Gränze 
Null convergirt. Es ist demnach: 
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1 1 






nn 

wenn Um \8f{b — rf)) = . 

Gehen wir jetzt in Nr. (3) zur Gränze iür wachsende k über und 
setzen voraus, dass die in Nr. (5) und (6) aufgesteUten Bedingungen 
gleichzeitig stattfinden, so ist 



Um \ f{t)smktdt — Um-^ ifiir)^^^ 



(7) 



Um [Sf(a + d)) = , Um [Sf(b — t)] «= 



Zerlegen wir das von mn bis nn sich erstreckende Integral in 
eine Partie andere, welche der Reihe nach die Intervalle ff»ibis(m+l)fr, 
(m + l)n bis (m+2)n^ ... (n—l)n bis nn umfassen, so ist: 



.im 



mn 



/"(t)**^** = 



f{'^)iinzdz + J f{^)iinzdz + j /^(-J) «nz rfi + . . . . 

/'(-^) rint dz + j /'(y) ««« & . 

(«1 — 3) ]| (ff_i)0K 

Setzt man im ersten Integrale zsssmn+x^ im zweiten zs==(ffi-f l)ii-|-ar, 
im dritten 2 B(m+2)n 4- o:, ... endlich im letzten zssz(n — l)ji + a:, 
so findet man sehr leicht: 
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/"(t) ^^ * = 



9 O 



da: + .... 



.... + (-1)-» r/'((iL=i^!L±5)^^rf^. 



Die Gleichheit der Integrationsgränzen lässt hier eine Zusammen- 
fassung aller Integrale in ein einziges Integral zu, nämlich 



.nn 



mn 



f^-) tinz dt = (8) 



(-1)- f {n'!^) - /( ^'"+'i'' + ") + . . . . 

O 

.... + ( — 1) f\ T )} smxdx. 

Wir wollen nun zunächst Yoraussetzen, dass die Funktion f(Jt) von 
^ = a bis t=ib bestandig abnehme, ohne jedoch negativ zu werden. 
Sind dann u und v zwei innerhalb des InteiTalles a bis b liegende 
Grössen, so ist für tf<^o immer f(u)^f{v) und mithin bilden die 
Grössen 

eine abnehmende Reihe. Daher sind sowohl die Differenzen: 
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/wm+^x __ ^/ (fn+l)n+x \ i (m+2)n + a\ ^ / (m+3) tg+jT N 

K K Ä K 

als auch die folgenden: 

posiÜYe Grössen. Hieraus folgt erstens, dass die Summe der Reihe 

" (9) 

eine positive Grösse ist, und zweitens, dass dieselbe weniger beträgt, 
als das erste Glied der Reihe. Um das letztere sogleich zn fibersehen, 
braucht man die Reihe nur in der Form 

i mn + ar x _ ( Am + l)n+x ^ _ Am + 2)n+x \ \ 

darzustellen, dann sind alle in Parenthese stehenden Differenzen positive 
Grössen und folglich wird eine positive Grösse von /"( — r — •) subtrahirt. 
Die Summe der Reihe (9) ist demnach zwischen den Gränaen und 
f{ — T — ) enthalten, woraus nach Nr. (8) sich sogleich ergiebt, dass 
der absolute Werth des Integrales 




nn 



f{-j)iinzd2 



zwischen den Gränzen 



f[—j—)smx 



und I f( — ; — Jsinxdx 
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enthalteD ist Hieraus folgt dann weiter, dass dem absoluten Werthe nach 

oder wegen des Werthes von mn 



1 1 ./*\ . , ^ I 1 ./ . « + a: 



/ 



< y / /-(y) sinxdz< I -jf{a + -^) dnxdx 



mjt 



ist. Da wir nun schon früher Torausgesetzt hatten, dass X«m(^/(a-|-J))=sO 
sei, wenn d bis zur Gränze Null abnimmt, so geht unzweifelhaft hervor, 
dass' auch 



i^v«(TAa + 4^)] = o 



ist, sobald k ins Unendliche hinaus wächst. Nach dem Vorigen ist 
dann auch 



lÄm -jT j A(-T") nmdz = 



und nach Nr. (7) 



Um I f{t) sin ktdt=0 



(10) 



wenn Lim \8f{a + i)] = 

wobei die zweite daselbst noch Torkommende Bedingung Lern (J/(6 — ^))s=:0 
weggelassen ist, weil sie bei einer Ton a bis b abnehmenden und positiv 
bleibenden Funktion von selbst erfiUlt wird, sobald die obengenannte 
Bedingung stattfindet"^). Bleibt die Funktion /(Q für t=sa noch endlich, 



*) Wegen a<h ist nämlich f{d) > f(h) , /(6) aber nooli positiv. Man 
kann daher anch eine Grosse 8 so klein wählen , dass f(a ^- <)) inuner noch 
> f(h — d) oder 6f(b — 6^<df(a'{'6) ist, woraus sogleioh folgt, dass 
Lim [df(h -a)] «r wird, wenn schon Lim [4/^(a + a)] == ist. 
ScUomilch, Analjrt. Stodien. II. 2 
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so ist natürlich Lim[Sf(a + d)] = 0^ es kann aber auch f(t) für t=ia 
ins Unendliche hinauswachsen, gleichwohl aber die obige Bedingung 
noch erfüllt sein, für solche Funktionen gilt dann unser Theorem 
ebenfalls. So erkennt man z. B. hieraus, dass 

Lun f^^MB = 
J yft — a 

obgleich /(Q = für < = a unendUch wird ; denn es ist 

\t — o 

Eine ganz ähnliche Betrachtung dient uns für den Fall, dass die 
Funktion f{i) von t=za bis ^ = 6 beständig wächst, wobei wir aber 
immer wieder voraussetzen, dass alle ihre Werthe innerhalb dieses 
Intervalles positiv sind. Dann bilden die Glieder 

eine steigende Reihe, bei umgekehrter Anordnung dagegen eine fallende. 
Schreiben wir die Gleichung (8) in der Form 

/nn 



+ (—1) /^( — jr-^j[ nnxdx 



indem wir die dort unter dem Integralzeichen stehende Reihe umkehren, 
so sind jetzt alle früheren Schlüsse wieder anwendbar; der absolute 
Werth von dem obigen Integrale. liegt nämUch zwischen: 
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und j ^((!^Zll^!L±5) sina: da> 



und wenn man für nn seinen Werth setzt, so folgt nach Division 
mit k, dass 



mn 



ist, woraus man für Lim[Sf(ö — «))J = nach Nr, (7) leicht 

lAm f f(t) sin ktdt = 

J. \ (11) 

wenn Lim \Sf(J} — d)! = 

findet, wobei nun wegen des beständigen Wachslhums der Funktion 
die Bedingung lÄm [6f(a + J)) == überflüssig geworden ist. Aus 
diesem Satze ersieht man z. B. leicht, dass 

^. r sinkt dt ^ 
Lim I . = 

J /b — t 

ist, weil die Funktion f(t) = ^ die genannten Bedingungen erfüllt. 

w b — t 

Es hat nun nicht die mindeste Schwierigkeit mehr, den Fall zu 

betrachten, in welchem der Lauf der Funktion f(t) von t=za bis t=b 

ein völlig willkührl icher ist« Nähme dieselbe während dieses Intervalles 

mehrmals zu und ab , ohne jedoch negativ zu werden^ so denke man 

sich ihre Maxima und Minima aufgesucht, welche etwa für t=:a^ 

t=ißy tssy, etc. eintreten mögen und zerlege das fragliche Integral 

wie folgt 

/ f(t) sin kt dt 

f(t) sin k-t dt + I f(t) sinkt dt + 1 f{t) sinkt dt + .... 

+ / f(t) sinkt dt. 
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Da nun eine Funktion zwischen einem Maximum und dem nächsten 
Minimum entweder blos ab- oder blos zunimmt, so sind auf jedes der 
einzelnen Integrale die Schlösse anwendbar, welche uns zeigten, dass 

Lim f f(t) sinktdt = (12) 

sei, wenn f(t) Ton i=sa bis t=sb entweder nur ab- oder nur zu- 
nimmt; es nähert sich also jedes einzelne der Integrale rechts der 
Gränze Null und folglich ist wieder der Gränzwerth des Integrales links 
= 0. Ginge die Funktion f(i) an einer der Gränzen t=sa oder 
t==:b ins Unendliche hinaus, so muss wieder Lim{4Sf(a + 6)] oder 
Um[Sf(b — 6)] = sein. 

Auch für solche Funktionen f(t)^ welche stellenweis negativ werden, 
gilt die Gleichung (12) noch. Wäre z. B. f(t) positiv von t = a bis 
t = f*^ negativ von t=fi bis t=:v und dann wieder positiv von t=sv 
bis t=ib^ so zerlege man wie folgt 



/ 



f(t) sin kt dt 



== lfit)sinktdt + f f{t)sinktdt + f f(t)$inktdt . 

Das erste und dritte Integral rechts nähern sich der Gränze Null, 
weil in ihnen f{f) stets positiv bleibt; schreibt man das zweite in 
der Form 

— I [— f(t)] sin kt dt 

so bleibt hier ( — f(t)] positiv, weil der Voraussetzung nach f(t) von 
t = /M bis t=s9 negativ ist, und folglich convergirt das Integral 

gegen die Gränze Null, wodurch man wieder auf die Gleichung (12) 
zurückkommt« — Nach allen diesen Bemerkungen können wir den 
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Satz aussprechen : ,,bleibt f{i) Ton t = a bis tssb stetig und endlich, 
so ist 

Utn f f{t) sin ktdt = (13) 

sollte aber an einer der Gränzen a oder b die Funktion ins Unendliche 
hinausgehen, so ist zur Gültigkeit jener Formel noch die Bedingung 

Lim [Sf(a + 6)] = respektive Lim [Sfib — S)]=sO 

erforderlich." 

Dieses Resultat lässt sich mit der grössten Leichtigkeit auf den 
Fall ausdehnen, dass die Funktion f(t) während des Intervalles t = a 
bis t==sb mehrmals unstetig oder unendlich wird. Man braucht sich 
nur zu erinnern, was man unter dem bestimmten Integrale einer un- 
stetigen Funktion F(t) versteht, um diess sogleich einzusehen. Erleidet 
nämlich die Funktion F(t) an der Stelle t = fi eine Unterbrechung 
der Continuität, so hat F(ji) plötzlich zwei Werthe, wenn sonst F(t) 
immer nur einen einzigen besass; der eine von ihnen, den man mit 
LimFQi — i)=sF(ji — 0) bezeichnen kann, ist derEndwerth der bis- 
herigen Reihe von Werthen, welche F(t) gehabt hat, der andere: 
LimF(fi + d) = F(ß, + 0) bildet den Anfang einer neuen Reihe von 
Werthen, wie man am leichtesten sich veranschaulichen kann, wenn 
man u =s F(t) geometrisch als Curve construirt. Wird nun F(t) 
zwischen a und b mehrmals unstetig, etwa für <=sa, ß, y^ ... so 
besteht die Funktion F(t) aus einer Partie einzelner Funktionen, welche 
für sich stetig sind, denn man kann sich denken, dass F(t) von a bis 
a — mit der Funktion 0(t) zusammenfällt, von a + bis ß — mit 
der Funktion ^"^(0» von ß + bis y — mit X(t) u. s« w. Das be- 
stimmte Integral 



/ 



F(t) dt 



d. b. die Fläche der durch die Gleichung us=ssF(t) charakterisirten 
Curve, ist in diesem Falle nichts Anderes als die Summe von folgenden 
Integralen: 
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/ F{f)dt + J F(t)di + J Fit) dt + ... 

oder auch 

„-0 /?-0 ^y-0 

j 0(t)dt + J V(t)dt + J X(t)dt + ... 

Wäre also in unserem Falle die Funktion f(t) unstetig an den 
Stellen 1 = 0^ ß^ y^ . .. etc., sä mm tlich zwischen a und 6 enthalten, 
so würde man von t=a bis t=a — durch eine stetige Funktion 9 (0, 
yon <=:a-f'0 1)is t=:ß — etwa durch V/(Q etc. ausdrucken und 
demnach : 

/ fif) sinkt dt 

a 

= jf{t) sin lädt + J f(t) sinkt dt + 

*« 0+0 

== I g)(t) sinkt dt + 1 %ij{t) sinkt dt + .,.. 

setzen können. Jedes der einzelnen Integrale nähert sich wegen der 
Continuität der darin vorkommenden Funktion . für wachsende k der 
Gränze Null und folglich ist wieder 

.6 



Lim I f(t) sin kt dt = . 



Auch der Fall, dass f(t) an einer der Stellen a, /^, y, ... oder • 
an mehreren unendlich würde, lässt sich leicht behandeln. Wäre t 
eine solche Stelle, so zerlege man wie folgt 

f fif) sin ktdt =: f f(t) sin ktdt + f f(t) sin kt dt 

%/ a Ja J % 

m 

und jetzt passt auf jedes der Integrale rechts die Bemerkung, welche 
wir früher für den Fall machten, dass die Funktion f(t) an einer der 
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Integrationsgränzen ins Unendliche hinausginge; zum Verschwinden der 
Integrale sind nämlich die Bedingungen 

£im[d/'(T — a))==:0 und IAm[Sf(T+d)] = 

erforderlich. Ebenso würde man yerfahren, wenn f(t) zwischen a und b 
mehrmals unendlich wurde. 

So lässt sich nun das Gesammtresultat dieser ganzen Untersuchung 
in folgendem Satze zusammenfassen: 

„Bleibt die Funktion f(t) von t = a bis t = b endlich, gleich- 
viel ob sie Unterbrechungen der Stetigkeit erleidet oder nicht, so ist 
für unendlich wachsende k 

Um f f(t) sinktdt = (14) 

^ a 

wird sie aber innerh'alb jenes Intervalles an einer oder mehreren 
Stellen, die durch t=sr bezeichnet werden mögen, unendlich, so gilt 
diese Gleichung nur dann, wenn noch die Bedingung 

Lim [Sf(T ± *)] = (15) 

für unendlich abnehmende S erfüllt ist." 

S. 3. 

Durch seine Einfachheit und Allgemeinheit wird uns das soeben 
entwickelte Theorem zu einer reichen Quelle neuer Sätze von eigen- 
thümlichen Gepräge. So ist es z. B. sehr leicht, aus demselben den 
Gränzwerth abzuleiten, gegen welchen das Integral 



/ 



"f^ F(0 * 



worin c eine positive von Null verschiedene Grösse bezeichnet, bei un- 
ausgesetzt wachsenden k convergirt. In der That beruht die Auflösung 
dieses Problems auf weiter nichts , als auf der einfachen Substitution 
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Setzen wir darin F(t) als eine von t = bis t=:c endliche 
Funktion voraus, die aber beliebig viele Unterbrechungen der Stetigkeit 
erleiden darf, so bleibt auch f(t) eine endliche Grösse, nur stellt sie 
sich iiQr < = unter die vieldeutige Form §, deren wahrer Werth 
möglicherweise auch unendlichgross sein könnte. Für diesen Fall haben 
wir aber, wenn im Theoreme des vorigen Paragraphen r=sO genom- 
men wird, 

Lim [Sf(i)] = Lim[F(i) — F(0)] 

d. i. Null, weil wir F(0) als endliche Grösse voraussetzen. Es ist 
demnach 



r^fm-FjO)^^^^^^ 



oder wenn man die änzelnen Theile integrirt 

Lim r^ Fit) dt = Idm F(0) T^ dt . 



I 

Führen wir eine neue Variable z^=ikt auf der rechten Seite ein, 
so wird 






" •' 

und nach dem Vorigen 



Limf^Fit)dt = F(0)f ^dz. 



n 



Man weiss, dass der Werth des Integrales rechts == -a* ist, in- 
dessen hat man nicht nöthig, diese Kenntniss vorauszusetzen, denn 
wählt man die Funktion F(Q so, dass sich die auf der linken Seite 
verlangte Integration ausführen lässt, so gelangt man von selbst zu 

dem Werthe des Integrales rechts. So ist z.B. für F{t)ssze' , c=:qo 



y, f^ sinkt f .^ f^nnxj 
Lim I — — e dt sss j dz 
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und wenn man berücksichtigt, dass Arctank der Werth des Integrales 

n 
links '*') ist , so findet man als Gränzwerth dafür i^ und folglich 



n §smz , 



Nach dem Vorigen ergiebt sich nun das Theorem: . 

Limf^mdt=>^F(0). (1) 



Diess lässt sich leicht in einer anderen sehr bemerkenswerthen 
Form darstellen, wenn man berücksichtigt, dass 

sinkt r ^ j 

cos tu au 



-./ 



ist, wobei t als Constante für die Integration figurirt. Durch Substi- 
tution dieses Werthes verwandelt sich das vorige Integral in 

f F(t) dt f cos tu du 
und durch Umkehrung der Integrationsordnung in 



f du f F(t)cosutdt. 

^ ^ 



*) Man findet diess leicht auf folgende Weise. Sei 

so folgt 

-TT = I coikie dt 
dk Jo 

nnd wenn man diese Integration ausfuhrt ^ = . , folglich u ss Aretan k, 

wo nuh keine Constante hinzuzufügen ist, \?eil aus dem ursprünglichen Werthe 
von « heryorgeht, dass (wc k ssO auch « =0 wird. 

2* 
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Geht man liier zur Granze für unendlich wachsende k ober, so 
wird nach Nr. (1) 



f.-'-f. 



F(i) cot utdt ^ ~ F(0) (2) 



und wenn man F{f)^=sif{x^t) setzt, wo x in Bezug auf die Inte- 
grationen nach t und u constant bleibt 



q>{a:) =5 — / du l (f(x + t)cosutdt 

*^ *^ 



(3) 



und mittelst dieses Theoremes kann man jede Funktion, welche von 
a: bis x + c endlich bleibt, in ein bestimmtes Integral verwandeln. 
Wir wollen uns jedoch bei Formeln dieser Art vor der Hand nicht 
aufhalten, da ^r später auf diese ganze Klasse ?on Beziehungen aus- 
fuhrlicher zu reden kommen. 

Nimmt man in der Formel (1) 

wobei f(t) von t = bis t=:c endlich bleiben soll, aber beliebig viele 
Unterbrechungen der Stetigkeit erleiden darf, so bleibt auch F(t) 
endlich, sobald c<^n und daher ist das genannte Theorem in diesem 

Falle anwendbar ; zugleich hat man JP(0) = Lim -r— ^ f(S) = f(0) mithin 

C , - 

^*'" f St^^'> Ä = -J AO) . * > c> . (4) *) 

Wäre dagegen c=:ff, so würde man die Formel (1) nicht un- 
mittelbar anwenden können, weil dann F{t) innerhalb des Intervalles 



*) Die obige Formel, sowie die In Nr. (8) und (9) yorkommenden« hat zuerst 
Lejenne Dirichlet entwickelt in Grelle's Joum, Bd. 4, 8, 94, und 
thcilweis einfacher in Dove's Repertorium Bd. 1, 8. 152. Die sehr elegante 
Ableitung jenes scharfsinnigen Geomcters besteht darin, dass die Zerlegung, 
welche in $. 2 fdr das Integral unter Nr. (1) daselbst gezeigt worden ist, un- 
mtUelbar auf das obige Integral angewendet wird. 
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^ = bis < = if, nämlich am Ende desselben, unendlich würde. Man 
hat nun aber ' 

/**w kt ^,^^ . / sin kt -,^. ,, . i sinkt ^, ^ ^ 

smt ' ^ ' I nnt ' ^ ' f $int ' ^ ^ 

7 

und wenn wir im zweiten Integrale rechts ^=» — t' setzen, und 
' zugleich das bisher ganz beliebige k zu einer ungeraden Zahl machen 

«»* ^* ^/.v ,. (sinkt ^ . . . , 1 sin kt' ^, . . 

-^r-r- f(t) dt =z I -r-rf(f)dt+ I -i^^ f{n — t')dt\ 



Hier ist das Theorem (4) auf jedes der Integrale rechts anwendbar 
und giebt dann 



lÄm 





Aus den Theoremen (4) und (5) lasst sick nun leicht der Gränz- 
werth des Integrales 



für den Fall ableiten, dass c eine ganz beliebige positive Grösse be- 
deutet *Wir haben dazu die Unterscheidung zweier Fälle nöthig; ent- 
weder nämlich ist c gerade ein Vielfaches von tt, also etwa siir, wo 
s eine positive ganze Zahl bezeichnet, oder c steht unter der Form 
sn + Yj ^'^ Y zwischen und n liegt. 

Im ersten Falle c=s/e zerlege man das Integral (6) in die «folgenden 

^mdt + r^mdt + r^ 

smt ' ^ ^ * I sint ' 1 smt 



f(t) dt + , . . . 

«ft7f C 




ßn 



■ sin kt ^, ^ , 
' tint ' 

(•-I)« 
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Setzen wir nämlich in der aus der Gammafunküoneatheorie bekannten 
Formel (§. 12, Nr. (5)): 

COS 2bt e dt =s -^r- e 



für b der Reihe nach 0, 1, 2^ . . . n und addiren alle so entstehenden 
Gleichungen, wobei wir aber die erste blos halb nehmen, so wird 




/ 



i^ + COS 2t + cosAt + ... + cos 2iie| e~ dt 



= 5^ {i + e («) +e ('«) + ...+ e («)} 
2a 

d. i. wenn man die unter dem Integralzeichen stehende Reihe summirt 




nn(2n + l)< -(«/)' 
smt 



= l^{| + e(«) +e(«) +... + «(«)}. 



Lassen wir nun 2n + lsssk ins Unendliche wachsen, so wird die 
(^^ + ])gliedrige Reihe rechts zu einer unendlichen, und nach Formel (10) 
ergiebt sich jetzt, wenn 

f(t) = e' ' 

gesetzt wird, sehr leicht die Relation 

f -(«»)« ^&any _(3«»)« » 

= >^{i + r(-) +j(«) +rC-) +....} 

die sich in eine weit elegantere Form bringen lässt, wenn man 
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e =i p ^ e ^o^ =- q 



setzt, woraus 



— a* if* = //? , _ — == Äy 



oder 



Iplq = n* 
folgt. Ausserdem bat man noch 



. _ /CT = //(i) /(i) 



und wenn man diese Werthe substituirt, so gelangt man zu folgen- 
dem Satze: 

findet zwischen den beiden ächten Brüchen p und q die 
Delation 

statt, so gilt die Gleichung: 



• \f'(^) (t + P +F* +P* +f" + •.) 

= ^f^(y) (4 + ? + ?* + ?• + ?'• + ••••) 

welche ursprünglich von Cauchy gefunden worden \%i*). 



*) M. s. anter dem Vielen, was hierher gehört, Abel's Note in Cr eile's 
Journal, Band 4, 8. 93. 
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S- 4. 



Ein Blick auf die bisherigen Schritte der Betrachtung lässt er- 
kennen, dass ein ganz ähnlicher Gedankengang zu den Gränzwerthen 
der Integrale 

t gm C 

fmeoiktdt, f^^F(t)dt, f^f(t)dt 

führen muss und es würde in der Thal nichts leichter als diese Durch- 
führung sein. Kürzer jedoch gelangt man durch Reduktion der ?or- 
stehenden Integrale auf die bereits bekannten zum Ziele. 

Aus dem am Ende von §. 2 ausgesprochenen Theoreme folgt 
nämlich für A0== 7(^ + 0» ^o ^ ^^^^ willkührliche Constante be- 
zeichnet 

Lim I cp (X+t) sin ktdt = (1) 

wobei noch vorausgesetzt wird, dass Lim(Sf(t;;jhi)\=^0 oder 

Um [S(p{X + t±S)] = ' (2) 

sei. Setzen wir nun X + t:=tt\ so folgt sehr leicht 

J q>(X + t)sinktdt =s J (p(f)8ink(t' — X)dt' 

qt {t') sin k( di — sin Xk 1 qf(f) cos kf di . 
«4*1 «4-1 

Wenden wir aber auf das erste Integral rechts das oben citirte 
Theorem selbst an und berücksichtigen die Gleichung (1) , so folgt 

= Lim f— sin Xk j q> (f) cos kt' dA 

*ä41 

und da der Faktor sinXk für wachsende k sich nicht der Null nähert, 
so muss: 
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(p(f)coskfdt' = 

sein unter der in Nr. (2) angegebenen Bedingung. Lassen wir am 
Ende das bisher beliebige X bis zur Gränze Null abnehmen, und 
schreiben f^ t tur q)^ t\ so ist 

Um I f(t)coiktdt = / 

Ja l (3) 

wenn Lim [Sf(t + i)] = ) 

ganz analog dem früheren Theoreme in §. 2, 

Hieraus kann man ebenso wie in §. 3 den Gränzwerth Ton 

r'^F(t)dt 

ableiten, indem man für f(t) und nachher für t ganz die nämlichen 
Substitutionen vornimmt wie dort; man gelangt auf diese Weise zu 
der Relation 

die zwar formell ganz richtig, materiell aber unbrauchbar ist, weit 
das Integi*al auf der rechten Seite unendlich wird. 

Setzt man in Formel (3) 

' ^ ^ cos t 
so bleibt /(Q endlich, wenn g>(t) es- ist, so lange als t weniger als 

"rt" beträgt; nehmen wir daher a=sO, 6<;-^, so ist 



oder wenn wir der Symmetrie wegen c und f für b und q> schreiben 

Lim f^mdt^O, |->c>0, (4) 

%/ COS V " 

Schlomilck, Analft. StniUen. II. 3 
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Fui* ^ = -3- dagegen wird die Sache anders; setzt man hier 

* = -ä — ^ und nimmt für k eine ungerade Zahl von der Form 4ii+l, 
so Gndet man leicht 

cos kt ^, ^ . i unkt ^rn ,,\ , , 



und mithin durch Uebergang zur Gränze lür unendlich wachsende k 



"f'^m^-idi) 



Lim I -— rA<)rf< = -ö-Aö-J- (5) 



Handelt es sich ganz im Allgemeinen um den Gränzwerth von 




cos kt _,^. ,^ 
jf(t)di 



cos 



wo c eine ganze beliebige Grösse und k von der Form An + 1 ist, so 
hat man blos die beiden Fälle zu unterscheiden, ob für ein ganzes 
positives «, 

c =s (s + ^)n oder c = (* + i)^ + y 

ist, wo dann y zwischen und n liegt. Im ersten Falle zerlege man 
wie folgt: 

coskt ... . I coskt ^, , , . I coskt ^, , , 

007 

und substituire im zweiten Integrale auf der rechten Seite ^=-^ + ^« 
so wird 




,(•+4)« ^? p»^ 

coskt ..^^ _ I coskt ^,. _^ , I sinkt' .n , ,. ., 



cost 



r\ tmß 
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Durch Anwendung der Fonneki (5) in diesem und (8) im vorigen 
Paragraphen wird jetzt 



coskt 



cost 



Lim I -f(t)dt 





r2i+l 



(6) 



= «(Ai«) + Af») + A*») + ... + i/C^»)). 

Im Falle c = (* + ^) w + y dagegen zerlege man wie folgt 

Der Gränzwerth des ersten Integrales rechts findet sich nach 
Formel (6) selbst; um den des zweiten zu bekommen setze man 

es geht dann das fragliche Integral in 



/ 





£rK^»+')<«' 



n ^/25+l 




über, dessen Gränzwerth nach Formel (4) in §. 3 gleich •o"/' ( T ^) 
ist. Daher ergiebt sich nach dem Vorigen 

Lim l^f(t)dt 

} (7) 

Lässt man noch s ins Unendliche wachsen, so vereinigen sich die 
Formeln (6) und (7) zur folgenden: 

.OB 



/ coskt 

um I 

f cost 



i«'« I ^A«)d< V (8) 



= n [r({n) + /-(l«) + fi^ii) + ...». inf] . 
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Diese Formel lässt sich auf ähnliche Weise benutzen, wie die 
entsprechende in §. 3. So finllet man z. B. mit ihrer Hülfe leicht: 



-(«0* 



= I 1^ — eot2t + cotit — ... + CO* 4«<| e dt 

* f cost 

Lasst man hier n, also auch 4n+ ] ==£ ins Unendliche wachsen, 
so ergiebt sich nach Formel (8) sogleich 

y:Z{|_r(«) +r(^) _*"(•) +....} 

■ 
und wenn man noch 

r("«) =/?, r("^) =q 

setzt, so gelangt man zu dem Satze: 

findet zwischen den beiden ächten Brüchen p und q die 
Relation 



'(i) '(j) = T 



statt, so gilt die Gleichung: 



}[i{j) (* - P + P* - P* + P' • - . . . .) 
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«. 5. 

Durch die Betrachtungen der beiden vorigen Paragraphen sind 
wir nun in den Stand gesetzt, die Summe derjenigen unendlichen Reihe 
zu bestimmen, von welcher das bestimmte Integral 



/. 



f(t)co$m(t 4. a)ilt 



das allgemeine Glied ausmacht. Setzen wir nämlich vor der Hand 
m = 0, 1, 2, ... n und addiren alle so entstehenden Gheder, wobei 
wir dem ersten derselben noch den CoeflGzienten ^ geben, so entsteht 
zunächst die folgende endliche Reihe: 

f(t)dt + I f(t)cos(t + a)dt + I f(t)cos2(t'^:a)dt+... 

••• + / f(t)cosn(t+a)dt 

die sich kürzer in die folgende zusammenfassen lässt 

AO (i + c^^(* + ö) + cos2{t + o) + . • . . + cosn(t + o)jde 

worin man die unter dem Integralzeichen stehende Reihe nach der 
schon emmal benutzten Summirungsformel zusammenziehen kann ; man 
erhält so 

« «1,(211 + 1)*-^? 

Bezeichnen wur zur Abkürzung 2at+l mit k und lassen n, also 
auch k unendlich wachsen, so ist jetzt mit Unterscheidung der beiden 
Zeichen nach (2) und (1): 
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f{t) dt+l f(t) cos (t—u) dt+ I f{t) cos 2(t—a) dt + .. in in f. 
und 







= i f f(*)^+ f f{t)cos(t+a)dt + f f(t)cos2(t+a)dt + ..ininf. 

und hier bandelt es sich blos noch um die Aufsuchung der Gränz- 
werthe links, welche auf folgende Weise sehr leicht zu bewerk- 
stelligen ist. 

In dem Integrale (3) setzen wir ^{t — a)=ii, woraus < = a + 2w, 
dt=:2du folgt; die Gränzwerthe für u sind dann ^{n — a) und ^(0 — a), 
wodurch das Integral in das folgende übergeht 

sinku ^^ . rt X , 

—. f(a + 2t£) du 

sinu ' 

-4» 
welches sich in die beiden folgenden zerlegen lässt: 

!^^(„ + 2.,)rf„+ l^f(a + 2u)du. (5) 

«iitt"^' ^ ' J stnu '^ * ' 

Setzen wir im ersten « = — t^ im zweiten us=<, so ändert sich 
das letztere weiter nicht, das erste dagegen geht in 




4- 



sin kt ., ^^. -^ 
-f(a — 2t)dt 



über, worin wir durch Vertauschung der Gränzen wieder das positive 
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Vorzeichen hervorrufen. Die Summe in (5), d. h. das Integral (4), 
stellt sich nun in die folgende Form : 

nnkt ^, -. V , f sin kt ^, , ^ ^ ^ 



Für die Aufsuchung der Gränzen, welchen sich diese beiden Inte- 
grale bei unendlich wachsenden k nähern, macht sich die Unterscheidung 
dreier Fälle hinsichtlich des o nöthig, ob nämlich a==0, oder zwischen 
und n enthaltenr, oder endlich i=sn ist. Im ersten Falle annuUirt 
sich das erste Integral wegen der gleichen Integrationsgränzen, die es 

erhält, und das zweite convergirt nach Formel (4) in §. 3 für cs=:-^ 

n 
gegen den Werth -^f(+0)] liegt zweitens a zwischen und n so 

hat man gleichzeitig 

»>ia>0 und n>^in — a)>0 

und folglich sind nach dem soeben genannten Theoreme -^fia — 0) 

71 

und -TT f(a + 0) die Gränzwerthe unserer Integrale. 

Für asmn endlich verschwindet das zweite Integral in (6) und 
das erste nähert sich der Gränze -q-A^ — 0). Die Summe der unend- 
lichen Reihe in Nr. (3) wird also 

je nachdem 

ist, mithin verschieden nach den drei für o betrachteten Fällen. 

Nicht minder leicht ist die Diskussion des Integrales in Nr. (4). 
Für |(e + a) = tf geht dasselbe in das folgende fiber: 
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sin Icu ^. , ft V 1 
/(— a + 1u) du 



J $inu 

4« 



welches wir wieder, t für u schreibend, in die zwei nachstehenden 
zerfallen : 

sinkt -, , ^,. „ 1 *intt ., ..... -^ -^. 

-j^A-« + 20c« - J -^/>(-« + 20rf«. (7) 

• 

Hinsichtlich des a unterscheiden wir wieder die drei vorhin be- 
trachteten Fälle. Für a=sO annullirt sich das zweite Integral und 

das erste convergirt gegen -k-A+O); hegt zweitens o zwischen 
und n^ so finden gleichzeitig die Ungleichungen 

«>i(» + a)>0 und « > io > 

statt, woraus folgt, dass y/(— a + 0) — y /(— o + O), d. h. Null 

der Gränzwerth des ganzen in (7) stehenden Ausdruckes ist, fiir a=:>f 
endUch wird •!(» + «)=='' und dann müssen wir auf das erste Integral 
in (7) die Formel (5) in §. 3 und auf das zweite die Formel (4) eben- 
daselbst anwenden; diess giebt den Gränzwerth: 

= -Ja»). 

Die Summe der in Nr. (4) vorkommenden unendlichen Reihe 
wird demnach 

yA+0), 0, -Ja^ + O) 

je nachdem 

a = 0, 7i>o>0, a=sn 

ist. Addiren wir jetzt die Reihen in (3) und (4) unter Berücksichtigung 
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ihrer Summen, so findet sich nach beiderseitiger Division mit n, dass 
die Summe der unendlichen Reihe 

— / fit)dt + cosa— I f(t)costdt+cos2a — lf{()cos2tdt + .,.. 





durch 



A.-«) + ».+») _ ^„ 



ausgedrückt wird, je nachdem a = 0, zwischen und n enthalten 
oder ss=n ist« Bleibt nun die Funktion /(or) an der Stelle x=:a stetig, 
so ist 

2 ^^**^ 

erleidet sie aber daselbst eine Unterbrechung der Continuität, so ist 
der vorstehende Ausdruck das arithmetische Mittet aus den beiden 
Werthen, welche ihr an der genannten Stelle zukommen. Schreiben 
wir :i: f ur o und setzen zur Abkürzung 

2 r" 

An — — I f(f) cos nt dt (8) 

so erhallen wir jetzt folgendes Theorem: 

Bleibt die Funktion f(x) endlich und stetig von a? = bis 
x=in, so gilt die Gleichung 

f(a:) = ^A^ + A^ cos x + A^ cos 2x + A^cosZx + ... (9) 

für alle Werthe von a; = bis x = n inclusive beider Gränzen; 
erleidet sie aber an irgend einer Stelle dieses Intervalles eine Unter- 
brechung der Continuität, ohne jedoch dabei unendlich zu werden, 
so ist die Summe der obigen Reihe gleich dem arithmetischen Mittel 
aus den beiden Werthen, welche dem f(x) an jener Stelle zukommen. 

Durch Subtraktion der Reihe (4) von der in (3), unter Berück- 
sichtigung ihrer Summen, ergiebt sich ganz ähnlich, dass die unend- 
liche Reihe 

sina— f f(t)sintdt + «Vi 2a — f f(t)sin2tdt + .... 
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die Ausdrücke 

/(«-0) + A«+0) 

zur Summe hat, je nachdem a=0, ff>>a>>0, oder a=;i ist Wir 
können daher dem obigen Theoreme das folgende an die Seite .stellen, 
Tvorin zw Abkürzung 

2 r* 

Bn — — I f(t) sinnt dt (10) 



gesetzt worden ist. 

Bleibt die Funktion f(jv) endlich und stetig von x=sO bis 
a;=s9f, so gilt die Gleichung 

/(ar) = B^nnx + B^nn^x + Ä,«n3a? + .... (11) 

für alle Werthe von x=30 bis x=:n exclusive beider Gränzen, 
an welchen die Reihe verschwindet; erleidet aber f{x) an irgend 
einer Stelle dieses Intervalles eine Unterbrechung der Continuität, 
ohne jedoch unendlich zu werden, so ist die Summe der obigen 
Reihe gleich dem arithmetischen Mittel aus den beiden Werthen, 
welche dem f{x) an jener Stelle zukommen. 

Für negative x gelten beide Theoreme nur in besonderen Fällen, 
das erste, wenn die Funktion f{x) die Eigenschaft f{ — x)=rzf{x) be- 
sitzt, das zweite, wenn f( — x)=s — f(x) ist. 

« 
Die Allgemeinheit der beiden Theoreme in (9) und (ll) lässt eine 
grosse Anzahl spezieller Beispiele zu, von denen wir einige der haupt- 
sächlichsten mehr andeuten, als entwickeln wollen, da es sich bei 
diesem Calcul immer nur um ganz gewöhnliche Integrationen handelt. 

I. Beispiele für das Theorem in Nr. (9). 

1) Für f(x)=ix findet man leicht unter Anwendung der bekannten 
Reduktionsformel 

JuVilt =: üjvdi — fdU fvdi 
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für E/s=f, Vssicosnt 

. 2 cos nn — 1 

An =s — • 1 

n VT 

und faieraus obne Scbwierigkeit 

ff 4 (cos X cos Zx cos6x \) 

"^ — T ~ IT l"P" + ^3*" + "T^ + • • • • M (1) 

« >ar>0 ) 

für 07 aO oder x = n erhält man hieraus eine schon bekannte 
Summenformel , für xz=s-^ eine blose Identität. 

2) Nehmen wir f(x)=scosfiXj wo f« einen beliebigen Bruch be- 
deuten solly so wird 

I cos fit cos nt dt =: ig JcosQi — n)t + ^ icosQi + n)t 

woraus sich dann weiter ergiebt 

2fisinfin { — 1) 

An =5 • — i F 

n fr — f4, 

und weiter 
n cos fiX 1 II cos X 4A cos 2x ficas3x 

2"li«^ ""2;ii "•* IW^ ~ 2*-f** 3»-^» ~ ••••( (2) 



n ^ X ^ — n 

indem die Formel auch für negatiye x gilt vermöge der Eigenschaft 
f(-^x)=9f(x)f welche cos fax zukommt. Die Spezialisirung x=in 
giebt 

was mit einer anderwärts bekannten Formel übereinstimmt Multiplizii't 
man diese Gleichung mit 2dfi, integrirt und bezeichnet die Constante 
der Integration mit Ik, so findet man leicht: 

Itbifin = ft + /^ + l(V — (t^) + 1(2*— f4}) + .... 
oder 

»^ = *(P -^») (2» -(,') (3» -|u») .... 
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Durch Uebergang zur Gränze für unausgesetzt bis zur NuU ab* 
nehmende fi findet sich hieraus 

und wenn man mit dieser Gleichung in die vorhergehende dividirt 

f^=(i-^)(i-l)(.-f:).... (4, 

Setzt man hier fi;i = ti , so kommt man auf die bekannte Formel 
mu = «(1-3^.) (l-^rp) (1-3^0 •••• (*> 

aus welcher man mittelst der Relation cot ti = öt; — leicht die ent- 

znnu 

sprechende Formel für den Cosinus ableitet. 

3) Erinnert man sich der Integrationsformel 

e cosntdt = = — ^ — = e 

er + fr 

so findet man leicht 

/e cosntdt =s -5—; — Ae cosnn — ij 


und wenn man cc=-f-a, css — a setzt und addirt 

/**/ at . __«A . , . acosnn f an x-^n\ 

ve + e j cos nt dt = % % % \^ — ^ / • 



ax — aae 



Für f{x) = 6 + c ergiebt sich hieraus 

2 a(~l)"/ an 



2 o(--l) / an — a;r\ 



und dann weiter 


















7V 


ax , 


e 


.ax 


== 


1 
2a 




aeosx 


+ 


aco«2x 


2 • 


an 
e — 


e 


-an 


a»+l» 


o' + 2' 










n 


> 


X 


> -n 


• 





• • • • 



(6) 



Die Fourier'schen Reihen. 45 

Will man auf der rechten Seite den Zeichenwechsel wegschaffen, 
so braucht man nur n — x far x tn setzen; die gefundenen zwei 
Formeln lassen sich dann wieder durch Subtraktion und Addition com* 
biniren. Auch kann man für a:=:n durch Multiplikation mit 2 da und 
Integration ein Resultat ableiten, welches für a7t=su das Nämliche 

giebt, wie die Formel (5), wenn man in ihr u^ — 1 an die Stelle 
von u setzt. 

n, Beispiele für das Theorem in (11). 

1) Nimmt man f(a:) constant und zwar am einfachsten = 1 , so 
wird 

2 1 — cosnn 
/»- = — ' 

n n 



•und hieraus findet man leicht 

sin X sin 3x sin 5x 

« > a; > 0. 



' T ~ "T ^ "3 ' 5 ^ — 



Für negative x ist die' Summe der Reihe = — j-, für a: = 

n n 

das arithmetische Mittel aus — -7- und + -j- . Ueberhaupt würde es 

sehr leicht sein, die Curve yz=z(p(x) zu construiren, welche die jedes- 
malige Summe der Reihe (7) darstellt; von ^ = bis x=sn nämlich 

ist dieselbe eine Parallele zur Achse der x in der Entfernung ys-^-, 
von x=n bis x=2n wieder eine Parallele in der Entfernung y= — r-, 

von x = 2n bis x=z Sti in der Entfernung + -j- u. s. f. Ebenso ist 

die Sache auf der negativen Seite der Abscissenachse. An allen den 
Stellen , +n^ +_2n etc« findet eine Unterbrechung der Stetigkeit 

statt, indem die Curve aus +-7- in +-j überspringt, die Summe 

der obigen Reihe ist dann jedesmal =0. — Die Formel (7) enthält 

n 
auch die Leibnitz'sche Reihe als den speziellen Fall xs-q- in sich. 



• • • • 
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2) Die Aonahine f(x)=sx giebt 

• n 

und hieraus findet man 

X sinx nn2x sinZx 
T - T 2- + -3~ ■ I (8) 

die erweiterte Bedingung, welche hier angegeben ist, folgt unmittdbar 

X 

aus der Bemerkung, dass -^ mit dnmx gleichzeitig verschwindet und 

negativ wird. Auch hier würde es sehr leicht sein, eine graphische 
Darstellung der Funktion y=:q,(x) zu geben , welche die Summe der 
Reihe darstellt. Die fragliche Curve besteht nämlich aus einer unend- 
lichen Menge von Geraden, welche die Abscissenachse in den Punkten 
^ = 0, x + n^ a:= + 2» etc. schneiden und mit -ihr den Winkel 
Arctan\ machen. Jede solche Gerade liegt zur Hälfte über und zur 
Hälfte unter der Abscissenachse , und jedes dieser beiden Stücke hat 

die Länge -3- sf^* 

Schreibt man in Nr. (8) n — x für x^ so ergiebt sich noch 
n — X smx sin^x nnZx \ 

2« > ar > J 

und durch Addition von (8) und (9) würde man auf die Formel (7) 
zurückkommen. 

3) Nimmt man unter Voraussetzung eines gebrochenen fi, f(x)= 
sin f4X , so gelangt man leicht zu dem Werthe 

2 . (-If^'n 

iSn = — »HM — -= 5 — 

woraus man leicht die Formel: 
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n nnfix ^^ map 2sin 2x 3n»3d? 



ableitet^ die man auch durch Differenziation der Gleichung (2) erhal- 
ten kann. 

4) Benutzt man die bekannte Formel 



/■ 



*^ . ^ ., c sinnt — ncosnt et 

CT + II* 



für die Annahme f(x) = e — e , so findet man 

^ 2 ( — 1)** n i an — a;i\ 

ff a + n' ^ 

« 

und hieraus sehr leicht: 

n e — «" sinx 2«n 2:r 3«« 3ar 

2" «Ä _ ~4wr ~ o*+P ~ a* + 2» "*" irpT* ~ * ' } (11) 



Schreibt man fv — :v für or so erhält die Reihe lauter positive 
Glieder; die beiden so gewonnenen Resultate lassen dann wieder Com- 
binationen durch Addition und Subtraktion zu. 

$. 7. 

Für die Anwendung des ersten der beiden allgemeinen Theoreme 
ist noch eine Transformation von Wichtigkeit, welche das Integral 



/ 



n 
f(t)cosntdt 



betrifft, sobald die Funktion f eine Funktion von cost ist und also 
das Integral unter der Form 



/ 



f(cos t) cos nt dt 
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steht Die erwähnte, von Jacobi '*') entwickelte Umformung beruht auf 
folgendem einfachen Satze. Wenn die Funktion y/(x) so beschaffen 
ist, dass sie sich sowohl für x = a als x=sb annullirt und wenn ihre 
Differenzialquotienten bis zum (n — ly«« inclusiye die nämliche Eigen- 
schaft besitzen, so ist 

V/(ar)9"\ar)rfar = (— 1>* / y^'^^x) tp (x) dx . (1) 

Von der Richtigkeit desselben überzeugt man sich sehr leicht durch 
successiye Anwendung der bekannten Formel für die theOweise Inte- 
gration, wovon wir wenigstens den ersten Schritt andeuten wollen. 
Es ist nämlich 

l\f^(x)(p (x)dxsssiiij(x) jip^\x)dx-- j\l/(x)dx jqi'^ {x)dx 

= V(^)v" (^) — ltf/(x)dx<p (x) 

führt man nun die Gränzen x=:a, x=sb ein und bemerkt, das«« der 
Voraussetzung nach v^(a) = 0, %/j(b) = ist, so bleibt 

I V(^)9> (x)dx s=i — I t//(x)q>'^ (x)dx. 

Ja Ja 

Wendet man rechts wieder das nämliche Verfahren an und be- 
rücksichtigt die Voraussetzung v^'(a)=sO, ^'(6) = 0, so geht das frag- 
liche Integral in 



+ y V/"(ar)9^" ^ (x)dx 



über und man übersieht auf der Stelle, dass die n malige Wiederholung 
des Prinzips der theilweisen Integration zu dem in (1) ausgesprochienen 
Satze führen muss. Nimmt man in demselben 

V/(ar) = (l-a^)**"*, « = -1, 6 = +l 



*) M. 8. hierüber die schOne Abhandlung Jacobi's in Grelle's Jour- 
nal, Band 15, 8, 1. 
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so sind die dem ^(x) auferlegten Bedingungen erfüllt, wie man leicht 
sehen wird; nach Nr. (1) wird dann 

(l-:r»)"~*/'(;r)«te = (- if J ISLlfQ^ q(a:) d^ . 

Andererseits hat man das Theorem*) 

d~\l-ai'f-^ _ (- ir' 1 . .3 . 5 . . (2n - 1) 

-— I == nn in Arccos a:) 

und folglich ist auch 

/ (1 — a^) ^ (p (x)da: 

— 1 • 3 . 5 . . (2n — 1) /* dsin (n Arccos x) 
= ;j ] ä^ f(.^)dx. 

— I 

Streicht man in dem Integrale rechts doc gegen dx, setzt darauf 
Arccos x=tj also x=: cos t, und bemerkt, dass für ars= — 1 und 
x=s+l für t die Werthe ts=:n, ^ssO eintreten, so ergiebt sich 

. 2«-i («). —1.3.5.. (2«— 1) I , . , .V , -V 
«n <9) (costjacost = ^^ ~ f astn(nt)q)(cost) 

d. i. bei Tertauschung der Gränzen 

I «n^ 1 9 "^ (co«e) d^ = 1 . 3 . 5 . . (2w — 1) / cosnt q (cos i) dt 



und durch Transposition wenn man /* für 9) schreibt 

y f{cost)cosntdt == 1 3 5 (2«~1) f /''^ (cost)sm^ tdt . 



(2) 



*) M. 8. mein Handbuch der Differenzialrechnung, 8. 91. 

Schlömileh t Analft. Studien. II. 4 
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Um den Gebranch dieser sehr umfassenden Formel wenigstens an 
einem Beispiele zu zeigen, wollen wir 



f(z)^(l-2az + a^) * 



setzen, woraus 



1.3.5 .. (2«-l) — « (1-2«+«-) 
folgt. Die Jacobische Bedidttionsformel giebt dann sogleich 



j» 



/ cos nt dt n 1 nit <ift 
s^l — 2acost+ a* ~ J (1 — 2a<jo*« + a»)""*"* 



wobei das Integral rechts, welches wir in der Gestalt 



VI— 2a CO** + o*/ /l — 2aco*< + o* 



(3) 




(4) 



darstellen, noch einer . bedeutenden schon von Landen angewendeten 
Transformation fähig ist. Man setze nämlich 

sini 



nsttf (5) 



• l — 2aco*e + a* 
wo u eine neue yariable ist, so findet man zavörderst sehr leidit: 



}/l—2acost + a* 



/l— a*«n*tt 1— aco^e 

Durch Differenziation der Gleichung 

iint 



(6) 



u SS Arcdn 



^t—2acost + a* 

ergiebt sich ferner 



(l'^acost)dt 

au s= 1 5 j—. r (7) 

1 — 2a€0st+ a* ^ ^ 
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und durch Multiplikation der Gleichungen (6) und (7) 

dt du 



/l — iacost + a* ^1 — a* sin* u . 

Substituiren wir diees und Nr. (5) in das Integral (4) oder (3), 
so wird jetzt 




/n 
dn udu 
/T^(^ sin* u ' 



cosntdt -. _ _.. . 

(8) 



}/^l — 2a COS 



Diese siiezielle Transformation hat hereite Legendre gefunden*). 
Um den Werth des Integrales rechts zu bestimmen, muss man entweder 
zu elliptischen Funktionen oder zu unendlichen Reihen seine Zuflucht 
nehmen. Das letztere geht auf verschiedene Weise. So hat man, da 
im Integrale a^l vorausgesetzt werden muss, 

I '1,3 

--====== == 1 + {a*sin*u + ^^a*sin*u + 

vi — o «« tt • * 

und folglich das Integral auf der rechten Seite in (8) 

= fiin'udu + \a* fn^-^^udu 

) (0) 
+ H—-!«* j sin "^ udu + 



Die einzehien hier vorkommenden Integrale stehen unter der Form 

sm udu =s 2 I sm udu 

indem man nur zu bemerken braucht, dass sin u von u = -^ 

bis u=7f die nämlichen Werthe annimmt, die es von ti = bis <<=~2~ 



♦) Traite des fonctians eÜipliques, Tome II, page 536, formule (10), 
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schon einmal gehabt bat. Andererseits ist bekanntlich für ein ganzes 
positives m 

n 

.2m , 1.3.5.. (2/11 — 1) n 
Sm Udu ==: TT — T — ;; — ,^ , « -^ 

2.4.6 . . (2m) 2 



und wenn man diess für die Reihe (9) in Anwendimg bringt, so findet 
man sogleich nach Nr. (8) 





cos nt dt 1.3.5 ;. (2n — 1) «L , i 2n + 

-2aci«< + a* ~'' 2. 4. 6. .(2«) "r+2 2it + 



1_^ (2n+l)(2«+3 ) , ^ 

"^ 2.4' r2n + 2)(2«+4)'* "^ ••")• 



2.4 (2n + 2)(2«+4) 

Die Reihe convergirt indess nur laugsam, namentlich bei sehr 
grossen n; eine brauchbarere dagegen findet man durch die Bemer- 
kung, dass 

1 1 1 



l* 






/ 

etc. ist, wo es nun nach Multiplikation mit sm udu und Integration 
nur darauf ankommt , ein Integral von der Form 

sm t< cos udu = 2 1 sin tc cos u du (10) 

seinem Wertlie nach zu bestimmen. Diess ist abej* sehr leicht; setzt 
man nämlich stVusz, so findet man, dass das Integral rechts auch 
gleich ist: 

/ (sin* m) ^ (1 — siV u) 2sin u cos u du 



= / i""^ (J^zf^ dz 



* 
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dessen Werlh bekanntlich durch 

1.3.5 .. C2n--1) . 1> 3.5 ... (2p — 1) 

2 .-4 . 6 . . . (2w + 2/>) "^ 

ausgedrückt wird, wofür man auch 

1.3.5.. (2« — 1) 1.3.5 ... (2;>— 1) 



2.4.6 ... (2ii) (2n + 2) (2ii + 4) ... (2«+ 2j[>) 

schreiben kann. In so fern hierdurch jedes Integral von der in (10) 
angegebenen Form seinen Werlh findet, hat man nun nach dem Vorher- 
gehenden 

cos nt dt 




/l — 2acost + a* 



_ 1.3.5 .. (2n— 1) na"* ( 1 1 / «' x 

~ 2.4.6...(2w) '/r=^^ 2 2n + 2Vl— aV 

1.3 1.3 f '^ \ \ 

+ 2.4* (2ii + 2)(2n+4) VI— aV •■•]' 

Diese Reihe convergirl sehr stark, wenn . » <ih ^•^- <'<Cv t 

und n eine grosse Zahl ist — Will man also die CoelBzienten in der 
Gleichung 

1 j 

= 1^, + A,co$x + A^cot2a; + A^cosZx + .... J 
bestimmen, so ist nach dem eben entwickelten Resultate: 

_ 1-3 .. (2>t— 1) 2a (, _ 2_ 1 / q* V 
^" ~ 2.4... (2«) /iZZa* \ 2 2« + 2 Vi _ «»; 

+ 2:4" (2« + 2)(2i. + 4) U-aV -•••j- ^'^> 
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$. 8. 

Wir kehren nach dieser Digression zu den Formein 
f(jjc) = ^A^ + A^ co$x + A^ eot'ix + A^ eotZx + • • • • 



2 r* 

An = — I f(t)cosnt 



dt 



(1) 



f(x) =s B^nnx + B^rin2x + B^nnZx + .... 



B« = — y A«) «n n« rf« 



(2) 



zurück, um zu zeigen, wie sich dieselben so weit ausdehnen lassen, 
dass OS nicht mehr zwischen den Gränzcn und n eingeschlossen zu 
sein braucht, sondern sich in dem ganz beliebigen Spiehraume — c 
bis + c bewegen darf, sobald man nur eine Transformation mit den 
obigen Formeln vornimmt 

Die Gldchung (1) gilt, wie wir wissen, von ar=sO bis a;=:-|-9r, 
würde aber auch von ass^O bis a?s= — n noch richtig bleiben, wenn 
f( — ar) zufällig =^f(ai) wäre. Es ist sehr leicht, für f(x) eine ganz 
allgemeine Substitution zu treffen, bei welcher die genannte Eigenschaft 
stattfindet, nämlich die folgende 

9)(ar) + <r(— ^) 



f(^) 



2 



worin (p eine ganz willkührliche Funktion bezeichnen darf. Es wird 
jetzt 

An =i^ — / q>(t)costUdt + — / q)( — tycosntdt 

*^ 

und hier geht das zweite Integral durch die Substitution 1 = — f in 

1 f^'' 1 / 

/ V(0 ^^' "*' cft' = + -— I q> (t) cos nt dt 

— ;i 

über, wenn man berücksichtigt, dass in einem bestimmten Integrale 
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die Wahl des Integrationsbuchstabens ganz gleichgültig ist. Der Werlh 
von An gestaltet sich jetzt wie folgt 

An =^ — / q>{t)eo$nl9U (3) 

— 71 

und nun gilt die Gleichung 

* (4) 

=s ^A^ + i^j CO* a: + i^, coi 2a: + il, c©f 3a: + . . . \ 

von a? ssB — « bis or = + TT. 

Die Formel (2) besteht nur für Yv>>a;>>0, sie wfirde aber auch 
lur a? = und negative x richtig bleiben*, wenn die Funktion f(x) 
die Eigenschaften /'(O) a=B 0, f{ — a:)s=3 — f{x) besässe. Diesen Be- 
dingungen genügt die Annahme 



/ W = 2 



bei welcher 



Bn =i — / ip(t)sinfadi — — / q>( — t) sinnt dt 
wird* Für i = — f tritt hier die Umformung 

— ^ f 9(—t)$innidt = — i- fff(i^)nnni'di 



=1/ 



f) («> MPi fif ett 



ein, durch die man 



Bn = ^f 9it)$mntdi 



(5) 



erhält Ffir die so bestimmten Werthe der Coeffizienten gilt nun die 
Gleichung : 
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y(ar) — q>(—x) 

2 l (6) 

= B, sin X + B^ sin 2ar + B^sinSx + .... 

unter der erweiterten Bedingung n > ar > — n. 

Addiren wir jetzt die Gleichungen (4) und (6), wobei wieder f an 
die Stelle von q> treten möge, so wird 



f(x) = ^A^ + A^cosx + A^cos2x + A^cos3x + ... 

+ Ä, nn X + B^sin2x + B, «n 3ar 

wobei die CoeiBzienten durch die Formeln 



:::.} <'' 



1 r" 1 r** 

An = — I f(t)cosntdt, Bn = — I f{t) sinnt dt (8) 

bestimmt werden« Die Gleichung (7) gilt für alle Werthe von x^ welche 
innerhalb des Interralles — n bis + ^ liegen , für o; = + tt dagegen 

ist nicht f(n)^ sondern ' ^2 ^*^ Summe der fraglichen 

Reihe. 

Um endlich die Formeln (1), (2) und (7) auf ein beliebiges Inter- 

fix nt 

Tall ausdehnen zu können, setzen wir — und — f ur o: und t, zu- 

c c * 

gleich nehmen wir f(—)=:qi(x), wobei q> eine noch ganz willkühr- 
liche Funktion bleibt 

Die Gränzen für die Gültigkeit der Formel (1), nämlich n^x^O, 
gehen jetzt in 



n ^ — ^0 d.lc^x^O 

über, und bilden nun die Gränzen füir die Gültigkeit der neuen 
Formel: 

q)(x) = ^Aq + A^cos — + A^cos— 1- .... (9) 
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nt 

Irgend ein CoefGzient ist hier wegen /*(-«-) = ^. (<) 



wobei die Integrationsgr&nzen , welche lur das frühere t Null und n 
waren, jetzt durch die Gleichungen — =:0, — = n bestimmt werden. 
Es ergiebt sich so: 

An= — f (p(t) cos — dt . (10) 



Nimmt man ganz dieselben Transformationen mit der Formel (2) 
vor, so findet man ebenso leicht 

(p (a:) =a J5, sin — + B^nn + B^ mi — ;- + . . . . (11) 

gültig unter der Bedingung c > ar > , wobei 

Bn=- fq.(t)sin"-^dt (12) 



ist. Endlich giebt die Gleichung (7) auf dieselbe Weise behandelt: 

Cr C/ 

} (13) 

-1- /» , «w — -4- />, «m + />, «m + • . . . 

* c * c € 

^n = i- f (f(()cos'^dt, Bn — — f q>(t)sin^-^€lt (14) 



-c -C 



wobei die Gültigkeit der Formel (13) an die Bedingung c > a: > — c 
gebunden ist, yermöge deren man die Formel selbst auf jedes beliebige 
noch so grosse Intervall ausdehnen kann. 
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§. 9. 



Aus der in §. 5 gegebenen Darstellung geht hervor, dass die ge- 
sammte Theorie derjenigen Reihen, welche nach den Cosinus oder 
Sinus der Vielfachen eines Bogens fortschreiten, nur ein einfaches 
Beispiel für die Regeln bildet, nach denen man den Gränzwerth des 



Integrales 



/ 



sin kt 
sin t 



f(t) dt 



für unendlich wachsende k bestimmt. Die grosse Allgemeinheit, welche 
diesen Regeln inwohnt, Hess erwarten, dass durch einen geschickten 
GrilT sich auch noch andere Anwendungen derselben vermitteln lassen 
würden, wodurch man auf Sätze kommen muss, die mit den bisher 
entwickelten eine gewisse Famihenähnlichkeit haben werden. Diese 
Hoffnung ist durch Lejetfne Dirichlet erfüllt worden, indem er 
durch eine elegante Analyse gezeigt hat, dass wenn die Summe einer 
endlichen oder unendlichen Reihe von der Form 

C^ + C, cos x + C^ cos 2a: + C^cosZx + .... 

bekannt ist, auch immer die Summen der beiden Reihen 

C^ + Cj cos CO + Cj cos i<a + C^cos9(o + .... 
Cj sin Ol + Cj sin 4w + C, sin 9a) + C^ sin 16« + .... 

worin w einen aliquoten Theil der Kreisperipherie bezeichnet, gefunden 
werden können'*'). Nennt man die bisher betrachteten Reihen : Cosinus- 
oder Sinnsreihen erster Stufe, so lässt sich das Dirichlet 'sehe 
Theorem als eine Summenformel für die Cosinus- und Sinusreihen 
zweiter Stufe bezeichnen, in so fern hier die Vielfachen des Bogens 
eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bilden. Bei dem Interesse, 
was dieser Gegenstand hat, glauben wir die Theorie der Cosinus- und 
Sinusreihen nicht besser als durch eine Darstellung der genannten 
Untersuchung beschliessen zu können. 



*) Abhandlungen der K. Akademie der Wissenschaften zu Berlin aus 
dem Jahre 1835, erschienen 1837; oder: Crelle*s Journal j Band 17. 
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■ 

Der erste Schritt derselben besteht in der einfachen Bemerkung, 
dass die Werthe der beiden Integrale 



oc 
1 COSX - 

I —p^ dz = a 




= a und I -p:= dz = b (1) 



nothwendig endliche Grössen sind; man weiss zwar aus der Theorie 

der Gammafunktionen, dass if -^ der gemeinschaftliche Werlh der in 

Rede stehenden Integrale ist, kann aber auch hiervon ganz abstrahiren, 
weil sich die Grössen a und b durch die nachfolgende Analyse von 
selbst bestimmen. Ihre Endlichkeit erkennt man leicht durch Zerlegung 
der obigen Integrale in andere von solchen Integrationsintervallen , dass 
cosz oder sinz innerhalb derselben ihre jedesmaligen Vorzeichen nicht 
wechseln. So ist: 

cott , , f cotz , , 

TT 8w 

7 -ST 



und wenn man im zweiten Integrale 2 = -^ + 2^ > im drillen z 
-9- + ^« 6tc. setzt, so ergiebl sich sehr leicht 






siny ily . 



Da cosz die Einheit nicht übersteigt, so folgt, dass das erste 



Integral nicht mehr als 




dz 1 r ^ 
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betragen kann; im zweiten Integrale ist die Summe der in Parenlliesc 
stehenden Reihe offenbar eine positive Grösse und 

<^ • also um so mehr <[ 



VT+y \T 



und mithin beträgt der Werth des fraglichen Integrales weniger als 



-hj "«y^y-'^^i 



Hieraus folgt sogleich, dass a eine endliche Grösse ist. 

Auf ähnliche Weise überzeugt man sich von der Endlichkeit des b, 
indem man das betreffende Integral in andere Integrale zerlegt, welche 
die Intervalle bis tt, n bis 2;r, 2n bis 3/z, etc. umfassen und im 
zweiten Integrale z=:n + x, im dritten: z=s2n + a: u. s. f. sub- 
stituirt. 

Nimmt man in den Integralen unter Nr. (1) 2 = **, so gehen 
dieselben in 

2 I cos(t*) dt = a, 2 f sin{f)tH = b 
über, wofür man auch schreiben Hiann : 

/ cos (f) dt = a, I sin (f) dt = b 

weil die Funktionen cos(f) und sin(t^) von * = bis *=: — x> die- 
selben Werthe haben, wie von * = bis « = -|- oo • Setzt man ferner 
t = u+p, wo u die neue Variable, p eine arbiträre Constante 
ist, so ändern sich die Integrationsgränzen nicht, und wenn man 
cos [Qp + uf] = cos [(p* + u^) + 2p u] zerlegt , so wird : 
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cos (p^ + 1«'*) cos 2]) u du — / sin (p* + w*) sin 2p uflu = a 



oc oc 



/ sifi(p*+u^)cos2pu du + 1 cos (p^ + u*) sin 2p u du =i b . 



— oc — oc 



Hier verschwinden diejenigen Integrale, in welchen sin2pu vor- 
kommt; denn denkt man sich jedes derselben in zwei andere von 
« = bis tt = QO und ti = bis « = — oo zcfrlegt, so hebt das zweite 
das erste auf, weil sin(p* + u^)sin2pu und cos(p* + u^)sin2pu die 
Eigenschaft q)( — ») :=s — <p(n) besitzen. Es bleiben daher in den 
obigen Gleichungen nur die jedesmalig ersten Integrale stehen, in 
welchen man cos(p^ + u^) und «n(p* + «*) zerlegen kann. Diess 
giebt : 



(p^) I cos (m*) cos 2pu du — sin (p^) 1 sin (m*) cos 2pu du =: a 



— oc — oc 



/oc cc 

cos (ti*) cos 2pu du + cos (p*) / sin (m*) cos 2pu du =s b 
— oc — oc 

und wenn man hieraus die beiden unbekannten Integrale eUminirt, so 
erhält map leicht: 



C 



cos{u^)cos2pudu = acos(p^) + bsin{p^) 



I sin{u^ 



I*) cos 2pu du = b cos (p*) — o sin (p*) 

"^ oc 



und für 



W , U =i —p=r 

2/0» 
wo n und ta constante Grössen bedeuten, 
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I cos \j—) cos na: dx =z 2^w ya cos(;n* o») + b sin (n^ w)\ 

J ""^^ 

— oc 



(2) 



j cos nx dx =: 2/^ \b cos (n* w) — a sin (w* w)\ . (3) 



Ei sei nun eine Reihensummirung in der Art gegeben, dass 
F(x) =: C^ + C^ cos X + C^ cos 2x + C^cosSx + .... (4) 

ist, worin F{x) eine bekannte Funktion bezeichnet, und zur Abkür- 
zung sei 

iff = C^ + CiCosw + C, cos 4fti + C, CO« 9o> + . . . . (5) 

K = C^sinw + C, sin 4a> + C, sin 9« + . . . . (6) 

so ist es sehr leicht, H und K in bestimmte Integrale zu vemvandcln. 
Multiplizirt man nämlich die Gleichungen (2) und (3) mit C«, setzt 
hierauf n = 0, 1, 2, 3, etc. und addirt Alles so entstehende, so er- 
giebt sich sogleich 

oc 



— oc 



I rin (£^) F(x) da: = 2/^ [bH — aK] 



(8) 



— OC 



woraus man H und K eliminiren könnte, was wir aber bis zuletzt 
versparen wollen. Berücksichtigt man noch, dass der Bedeutung 



x^ 



von F(x) nach F(—x) = F(x) ist und die Funktionefpto* ( 7-) und 



'4a> 



X 



sin (j— ) für negative x dieselben bleiben , wie für positive x , so kann 

man die vorigen Gleichungen auch in der folgenden Form dar- 
stellen: 
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cos (£-) F(a:) da: = /w [aH + AATj (9) 




Oe 

2 



si7i {^) F{x) dx = /w [bH — aK\ (10) 



und hier können wir die Integrale als die Gränzwertbe ansehen, denen 
sich die naclistehenden 







für unendlich wachsende r nähern. Aus dieser Bemerkung ergiebt sich 
mit Leichtigkeit ein Mittel um die Werthe der fraghchen Integrale zu 
finden. ' ' 

L Zuvörderst übersieht man sogleich die Riclitigkeit der folgenden 
Zerlegung: 

'^' irj ^(^) ^"""^ J """"'^ F{x)dx + J cos (^) F(^) dx 
3« (4r-l)7» 

wobei alle Integrale rechts mit Ausschluss des ersten von der Form 

cos{^)F(x)dx (13) 



(2y-l)« 



sind und daraus hervorgehen, wenn man ^ = 1, 2, .«. 2r setzt. 
Für x = 2gn + y verwandelt sich dieses Integral in: ^ 



64 Cap. I. 




n 



iq^n^ + ^ny + f^ 






— n 



wenn man bemerkt, dass der Bedeutung von F(a:) zufolge F(2qn+y) 
=zF(y) ist. Zerlegt man dieses wieder in 



/ 



(kj^+JlIiy^Ji:) F(^) dy 



COS 







+ ; cosii^J^±J^:iy±J^)FCy)dy 



und setzt im ersten Integrale y = — or, im zweiten y=zx, so wird 
F(— a:) =s F(x) , beide Integrale erhalten gleiche Gränzen und können 
dann in ein einziges zusammengezogen werden, nämlich 



/ 








das unter Anwendung der Formel 



cos a + cos ß =: 2C0S — 5 — C05 — ^ — 



sich wie folgt gestaltet: 



/^(^) eos {-^-^ 



qna: 
w 





) CO* ^^^ — da: . 



Nehmen wir hierin y==l,2, 3, ... (2r) so erhalten wir die 
in Nr. (12) vorkommenden Integrale, mit Ausschluss des ersten, in 
solcher Form, dass jetzt überall gleiche Integrationsgränzen stehen; 
man kann daher die Integrale in das folgende einzige zusammenziehen 

/(4r+l)» pit 

cos {^) F{x) da: = j X F(a:) da: (14) 
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worin zur Abkürzung ♦ 

^ = ^' (iZ-J + ^"^^ ( JZ. ) ^^' TT 



4a>^ ^ 4w 

+ 2cOä( 5 j CO« 

^ 4fti ' o; 



— z 

, ^ /4.2r n* + ar*N 2r 770: 

gesetzt worden ist. Es wurde nun darauf ankommen, diese Reihe 
zu Summiren. So lange oi ein ganz beliebiger Bogen ist, lässt ^ich 
aber diese Aufgabe nicht gut lösen, dagegen wird diess möglich, 
wenn* man für ta einen aliquoten Theil der Kreisperipherie, also 

2;r 
etwa (0 = — nimmt, wo n eine positive ganze Zahl bedeutet. Das 

allgemeine Glied der Reihe (5), nämlich der Ausdruck 



2 cos [' r T') cosg 



0) *(U' Cii 



Stellt sich in diesem Falle unter die Form: 



2 cos (^- n + -^) cosq -^ • (16) 



Hier sind hinsichtlich der von bis 2r gehenden Zahl q zwei 
Fälle zu unterscheiden, für ein gerades q ist nämlich q^ und ebenso 

^n von der Form 4jp, dadurch wird ^^ zu einem geraden Viel- 
fachen von 7t und mithin der Ausdruck in (16) 

= 2cos(g^) cosq-^^ (17) 



Für ein ungerades q dagegen steht q^ unter der Form 4/> + l, 

Schlomilch, Analft. Stadien. II. 5 
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mithin tfn unter der Form 4/>' + ii, dadurch wird ^-^n^=z^pn 

+ -ä" und der Ausdruck in (16) 

- /HTt - na^\ nx ,,^^ 

2 cos [y + 8^j cosqY' (i8) 



Da nun die Reihe X dadurch gebildet wird, dass 9=s0, 1,2, ..•(2r) 
gesetzt und Alles addirt wird, wobei man aber das erste Glied nur 
halb nimmt, so ist in unserem Falle Alles zusammen zu nehmen, was 
aus Nr. (17) für g = 0, 2, 4, 6, .•. (2r) und aus Nr, (18) für 
y=l, 3, 5, ... (2r — 1) hervorgeht; die fragliche Reihe X erscheint 
dann als die Summe der beiden folgenden Reihen: 

2 cos (^) (y + cosnx + cos ^nx + .... + co« ma:\ (19) 
und 

(OTT! 91.3; \ ^ ftJS flX ftft*^ 

T + i;^^) Hy + ^'*T + • • + ^^*(2r-l)y]. (20) 



Ihre Summen ergeben sich unmittelbar aus den bekannten 
Formeln 

«n(2r+l)Y 
^ + CO* ti + CO« 2« + . . . + CO* rt< = 



u 
2sin -^ 



und 



cos u + cos 3u + cos 6u + ... + cos (2r — 1) « 



sin (2r + 1) ti cos (2r + 1) t£ 

— _____ ««,„ _ — 



Man findet nämlich, wenn k zur Abkürzung für 2r + 1 dient» 
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. nx 
sink -^ - 

X = cos C -TT- ) 

.war ^öÄ^ 

2 /TiTT . 9ur\ nx 



+ COS i-jp + -ö-") COS-q;- 

' . nx ^2 07J ^ z 



. nx 



na? /»TT f«;«; \ 



und folglich 




XF(;r)rfa:= / —— F(x) cos {^) dx 



sink-^ . 

2 _. / /»tTT . nxr\ nx 




I ^ ^/ V /»^ . nx^\ fix - 



««T 



/, lu? -,, . /WJT , nx^\ , 



na; ^ , . 2< 

Oder wenn man rechts "ö'^* ö. i. ^^"^ setzt 










+ 

n ^ 



/2<\ fUTl t* \ , 
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Denken wir uns an der Stelle des Integrales links dasjenige, 
welches die linke Seite der Gleichung (14) bildet, und lassen jetzt r 
und somit auch 2r+l=:k ins Unendliche wachsen, so sind auf die 
Integrale rechts die Regeln der Paragraphen 2 und 3 anwendbar; man 
findet nämlich 

■,0c 

j- j F(x) da: 

= ^ [im + FCi) ».(^) + K^) ».(^") + ....} 

+ ''(v)"'(¥ + t') -■•••} 

wobei die allgemeinen Formen der Glieder 

sind. Für das letzte Glied ist noch eine Unterscheidung nöthig; wenn 
nämlich n gerade ist, so kanq man ^nn = sn setzen lind aus For- 
mel (8) in §. 3 geht dann hervor, dass die letzten Glieder der beiden 
obigen Reihen diejenigen sind, welche h = s entsprechen, aber nur 
zur Hälfte in Rechnung kommen; für ein ungerades n dagegen wird« 
^n7E==^(n — l)n + ^n = sn + ^n und nuü entsprechen die letzten 
Glieder dem Falle A=:i, aber ganz gerechnet, wie man aus Formel (9) 

in §. 3 erkennt. Schreibt man wieder co für — und berücksichtigt 
die Gleichung (9), so folgt leicht 

aH + bK 






(21) 



+ 4^(0) c«Ö - i^(<»)co,(^ + ii^) 



+ F(2a,) c«* (^ + ^) -.... 
wobei hinsichtlich des letzten Gliedes die obige Bemerkung gilt. 
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II. Ganz die nämlichen Transformationen sind auf das zweite 
Integral in Nr. (11) anwendbar. Man zerlegt dasselbe in andere Inte- 
grale von bis TT, 71 bis 3;r, 3n bis 6n etc. und betrachtet die 
allgemeine Form derselben : 

t(2y+l)« 



J H. 



^^* iiz) ^(^) ^^ 



entsprechend Nr. (13). Durch ganz dieselben Transformationen, welche 
dort angewendet wurden, geht dasselbe in 



/ F(x) 



sin [— — 7-= ) co$ -i- — dx 



9 

über j welches auf eben dieselbe Weise benutzt wird , wie das frühere 
analoge Integral. Man Gndet zuletzt, dass es auf den Gränzwerth von 




'**''(|)"»0* 



5 I sinkt „f2t\ . /nii . t^ 






-ii 



sint 



2<\ . /n« . 1* 





ankommt. So gelangt man am Ende zu der Gleichung: 

bH — aK 
yfta 

= Fiw) sin (^) + F(2a.) sin (^) + f (3a») sin {^) + J 

(22) 



+ i F(0) ,6, (^) - F(«) «» (^ + i^) 



2' 



+ f (2«) nn (^ + -^) -.... 
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wo hinsichtlich des letzten Gliedes beider Reihen die nämlichen Bemer- 
kungen gelten, wie bei der Formel (21). Eliminirt man jetzt aus den 
Gleichungen (21) und (22) die Grössen H ynd K^ so findet man die 
Summen der Reihen, für welche H und K als Abkürzung dienten. 
Wählt man aber die ursprüngUche , durch F{x) summirte Reihe so, 
dass man H und K a priori kennt, so gelangt man zur Kenntniss 
der Constanten a und b, Diess Letztere ist der Fall, wenn man in 
der Reihe ffir F{x) , C^ = 1 , C^ = C, = C, etc. = nimmt. Es 
wird dann F{x) = l, iff=l, K=Q\ und mithin nach (21) und (22) 

— = 1 + co«(-^) + cos{-j-) + co${-^) + .... 



und 



_ =, ,in{-^ + ««(-4^) + ««(-4^ + ''- 

und diese Gleichungen müssen nun blosse Identitäten vorstellen, wel- 

2/k 
eben Werth man auch (u= — geben möge. Nimmt man ganz einfacli 

n=sl, also ai = 2ir, so ergiebt sich 



d. i. 



« == * = y Y ' 



Um ein einfaches Beispiel zu haben, setzen wir 

F(x) = 1 + cosx + co*2j? + ... + cos(n — l)x 

_ 1 . sin(n'-'\)x 
~ * "^ 2nn^x 
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Es ist dann für ein ganzes positives h 

tin (n — I) 



F(Aw) = 4 + " 



71 



sin (2h7i ) 

14. !L- 

2«w — 

7t 



d. i, wenn n nicht in k aufgeht, wie z. B. für A<;7e 

Die Gleichungen (21) und (22) geben jetzt wegen F(0) = n 



oder 



ff — ii^ + cos-^ + sin-^) \fn 

JSl = i (1 + cö« 2 «« y) /"w^ 

und hiermit sind die Summen der Reihen 



1 + ^*(-ir) + ^^'(-;r) + ••• + ^^K "* ^ ^ 



gefunden, wobei man noch für n die Fälle unterscheiden kann, in 
welchen es unter einer der vier allein i;n5glichen Formen 4A:, 4ä;+ 1, 
4A; + 2 , 4A; + 3 enthalten ist. 
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Cap. II. . 

Die Fourier' 9chen Integrale. 

$. 10. 

Schon in §. 3 haben wir eine Formel kennen gelernt, mittelst 
deren sich eine beliebige Fmiktion einer Variablen in ein bestimmtes 
Doppelintegral verwandeln liess, welches die Veränderliche der Funktion 
als arbiträre Constante enthielt. Es ist nicht schwer noch mehrere 
derartige Beziehungen aufzustellen , indem man sich an das Theorem 

Um f^ F(t) A = Y ^(^> (*) 



halt, worin das Zeichen j,Idm** sich auf das unendliche Wachsen Ton 
k bezieht Für diese Ableitung wird es indessen von Vortheil, nicht 
das obige Theorem unmittelbar, sondern ein etwas allgemeineres in 
Gebrauch zu nehmen, wonach man den Gränzwerth von 



/. 



tin kt 

—r-f{x + Ctt 
a » 



jederzeit leicht bestimmen kann. Ist hier nicht eine der Grössen 
a oder h der Null gleich, in welchem Falle man auf die Formel (1) 
zurückkommen würde, so macht sich die Unterscheidung nölhig, ob 
a und 6 gleiche Vorzeichen haben oder nicht, indem für diese zwei 
verschiedenen Fälle auch zwei ganz verschiedene Resultate zum Vor- 
schein kommen. 

Bei positiven a und 6 und 6 >> a >> braucht man blos zu be- 
merken, dass 
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ist und hieraus folgt unter Anwendung der Formel (1) 

und das Nämliche gilt auch für negative Ton Null verschiedene a und 6, 
weU man die Integrationsgränzen durch die Substitution t = — f so- 
gleich wieder positiv machen, also diesen Fall sogleich auf den eben 
behandelten zurückführen kann. 

Sind dagegen a und 6 von ungleichen Zeichen, etwa 6 positiv 
und a negativ, so schreibe man — a für a und es ist wieder 



sin kt _, , ^^ -^ 
—^f{x + t)dt 

a 




/' sin kt ^, 




— a 



+0Ä- i^n^+t)dt 



und wenn man im zweiten Integrale für t die neue Variable — t' 
einführt 




sinkt ., , ^^ . 
—^f{x + t)dt 

/sin kt ^. , ^v j^ , / ««^ ^ ^v jv 



Die Anwendung des Theoremes (1) giebt hier sogleich 



— a 



also nf(x)j wenn die Funktion f(a:) für den Werth von x, den man 

gerade substituirt, stetig bleibt, dagegen, wenn sie eine Unterbrechung 

6* 
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der Continuität erleidet, das arithmetische Mittel aus den beiden ihr 
daselbst zukommenden Werthen multiplizirt mit der Ludolph 'sehen 
Zahl. Wäre dagegen a positiv und 6 negativ, so erhellt aus der Sub- 
stitution t = — 1\ dass dem absoluten Werthe nach das Nämliche, 
dem Vorzeichen nach das Entgegengesetzte zum Vorschein kommt. 

Diese sehr einfachen Betrachtungen setzen uns in den Stand, die 
Werthe der doppelten Integrale 

2 / cos XU flu f f{9)co$u^€ld^ (4) 



2 f sinxudu f f(d^)sinu&d» 



(5) 



auf die folgende ungemein leichte Weise zu bestimmen. 



I. Gemäss der Bedeutung, welche überhaupt ein Integral mit der 
Integrationsgränze od hat, ist das Integral in (4) nichts Anderes als 
die Idmes, welcher sich das folgende 



2 i cosamdu r f{d)cosu^dd^ 



(ö) 

für unendhch wachsende k nähert. Kehren wir darin die Integrations- 
ordnung um, so ist dasselbe auch 



== rfiß)^9' I 2 cos &u cos XU du 



(7) 



wobei sich die Integration nach u ohne Schwierigkeit bewerkstelligen 
lässt, wenn man bemerkt, dass 

/ 2cos9ucosanidu = / [cos(9' — x)u + cos(d' + x)t^du 



sin(d^ — x)k sin(& + x)k 

~ d^ — x "*" d^ + x 

ist. Das Doppelintegral (7) oder (6) zerMt demnach in die beiden 
einfachen : 
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,<„^i5!*i^+ r,„,,,»iM±£) 



wobei wir im ersten d' — ar = f und im zweiten ^ + ar = f setzen 
wollen, woraus immer d9' = dt folgt. Die vorstehenden Integrale 
werden durch diese zwei Substitutionen in die beiden nachstehen- 
den verwandelt: 

-^/(a; + OÄ + l—^f(—x + t)dJt (8) 

und diese Summe wäre der Werlh von Nr. (6). Gehen wir jetzt zur 
Granze für unendlich wachsende k über, so erhalten wir den Werth 
des Integrales in Nr. (4). Hierzu sind indessen einige Unterscheidungen 
nöthig. Setzen wir nämlich a, ß^ :z; als positive Grössen, /^!>a>>4) 
voraus 5 so kann ar<l<i, a: = a, a:>a aber -«</?, a:s=/9 und x^ ß 
sein. In allen diesen Fällen convergirt das zweite Integral in Nr. (8) 
gegen die Limet NulU weil den gemachten Voraussetzungen naoh 
a-^- X und ß •\' x positive von Null verschiedene Grössen sind. Im 
ersten Integrale fallen für a:<[a beide Integrationsgränzen positiv aus 
und folglich ist die betreifende Lime% =0; für a; = a geht die untere 
Integralionsgränze x — a in Null über, folglich die Formel (1) an- 

wendbar, welche -s-ZC^ + O) giebt. Liegt x zwischen a und /?, so 

ist die untere Integrationsgränze negativ, die obere positiv und durch 

Anwendung des Theoremes (3) ergiebt •ö"(A^ — 0) + /(o: 4- 0)1. Für 

x^=iß wird ß — 07 = und wenn man *== — t' setzt, so kann man 

nachher wieder die Formel (1) benutzen, woraus sich -^fiß — 0) 

findet. Wenn endlich x'^ß hi, so werden beide Integrationsgränzen 
gleichzeitig negativ und folgUch verschwindet das zweite Integral nach 
Formel (2). — Erinnern wir uns nun, dass diese Resultate die jedes- 
maligen Werthe des Doppelintegrales (4) darstellen, dividiren jetzt 
mit n und schreiben in (4) t für ^., so gelangen wir zu folgendem 
Theoreme : 
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Unter der Voraussetzung, dass /^>^a>>0 und x eine positive 
Grösse ist, hat das Doppelintegral 

— I cosocudu I f(t)cosutdt (9) 

» 

fix + 0) + f(s 0) 

den Werth -^ ^ . oder Null, Je nachdem x innerhalb 

oder ausserhalb des Intervalles o bis ß liegt; an den Gränzen 
desselben also für a:=:a oder x=iß gelten dagegen die Weithe 
^f(a + 0) und ^f(ß — 0). Für negative x finden diese Beziehungen 
nur dann statt, wenn zufällig /( — x)=if(x) ist. 

Eine kleine Modifikation tritt noch für den Fall a=0 ein, wel- 
chen die Voraussetzungen dieses Theoremes ausschliessen. Bis zur 
Gleichung (8) bleibt die Betrachtung die nämliche und auch hier 
ändert sich für a:>0 noch nichts. Für x=sO dagegen ver- 
schwindet das zweite Integral daselbst nicht (wie bei a^O), sondern 
man erhält 



l^sin ki 



^'^f(t)dt 



wovon der Gränzwerth n/(0) ist, während er nur -n-fi^) sein würde, 

wenn die vorherige Betrachtung für = ungestört bliebe. Diess 
giebt folgendes Theorem: 

Der Werth des doppelten Integrales 



^f cosxu Ji 



cos XU I f(t)cosutdt (10) 



/(:r + 0) + f(x^O) 
ist ö für jedes x, welches die Bedingung 



ß^x^O erfüllt; dagegen ^f(ß) für :r=/? und Null, wenn x 
die Grösse ß übersteigt. 
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Lässt man ß ins Unendliche wachsen, so gilt die Gleichung 

/•(:i: + 0) + /'(a: — 0) 2 f , T*..,. . ,^ .„. 

^-^ — ! — c^ ' = — / cosa:iidu 1 f{t)costddt (11) 

für jedes endliche positive x inclusive x==0] sie bleibt aber auch 
für unendlich wachsende ^ richtig, wenn die Grössen ^[f(ß+0)+f(ß — 0)J 
und ^f(ß) sich einer und der nämlichen Gränze nähern , wozu nöthig 
ist, dass Littif(ß) = sei. 

U. Ganz die nämlichen Betrachtungen sind auf das Integral in (5) 
anwendbar, wenn man dasselbe als den Gränzwerth von 



/ sin XU du 1 f($) sin uS" dd^ 

^ ^ Ja 



für unausgesetzt zunehmende k ansieht. Beachtet man, dass nach 
Umkehrung der Integralionsordnung ein doppeltes Sinusprodukt, d. b. 
eine CosinusdifTerenz zu iutegriren ist, während früher eine Cosinus- 
summe vorkam, so übersiebt man ohne alle Rechnung, dass das obige 
Integral entsprechend der Formel (8) in folgende Differenz 

sinkt ^, , ^ . I sinkt ^. . n . r^r^^ 

-^f(x + t)dt — j—^f(^x + t)dt (12) 

zerfallt Da nun für ^>>a>>0 und positive x das zweite Integral 
gegen die Gränze Null convergirt, wenn k ins Unendliche wächst, so 
fallt die jetzige Untersuchung ganz mit der frfiheren zusammen und 
giebt das ganz analoge Theorem: 

Unter der Voraussetzung, dass /^>>o>>0 und x eine positive 
Grösse ist, hat das Doppelintegral 

— / sin XU du I f(f) sin ut dt (13) 

^ J Ja 

f(x 4- 0) + fix 0) * 

den Wcrth T ^^®^ ^^' J® nachdem x inner- 

halb oder ausserhalb des Intervalles a bis ß hegt; an den Gränzen 
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desselben, also für x^=za oder x^=.ß gellen dagegen die Werlhe 
|/(a + 0) und \f{ß — 0). Für negative x finden diese Beziehungen 
nur dann statt, wenn zulallig /*( — a:) = — f{pß) ist. 

Auch hier bedarf der Fall a = einer besonderen Untersuchung. 
Für a:>>0 ändert sich dann in Nr. (12) nichts, für :r = dagegen 
reduzirt sich der dort vorkommende Ausdruck auf Null , wie sich auch 
sonst von selbst versteht. Wir haben daher den Satz: 

Der Werth des doppelten Integrales 

— Jdnxudu f f(t) sinnt dt (14) 

jgj A^ + 0) + A^ — tf) f^ jgj^g ^ zwischen und /?; für ar = /? 

erhält man ^f(ß — 0) und für x = und x'^ß jedesmal Null für 
denselben. 

Lässt man noch ß ins Unendliche zunehmen, so gilt die Formel 
n- + (»+r(—0)^l f'^^^ rf(t)änutüt (15) 

für jedes endliche positive x exclusive a: = 0; sie bleibt auch noch 
für unendlich wachsende x richtig, wenn in diesem Falle Limf(ß) 
= ist. 

Fassen wir das Bisherige zusammen, so ist für lAm f(x)=:0^ 
wo sich das Ximeir* Zeichen auf das unendliche Wachsen von x be- 
zieht, 

f{x) = — / cos XU du I f(t) cosutdt , x^O , (16) 



sinxudu 1 f(t)sinutdt, a?>0, (17) 

wobei man nur zu merken hat, dass, wenn für irgend ein x eine 
Unterbrechung der Conlinuilät in f(x) eintritt, an die Stelle von f(x) 
das arithmetische Mittel aus den beiden Werthen zu setzen ist, welche 
in diesem Falle dem f{x) zukommen. 
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S. 11. 

Die beiden Theoreme, welche wir so eben kennen gelernt haben, 
können noch in anderer Form dargestellt und auch so ausgedehnt 
werden, dass sie nicht nur für positive x^ sondern ganz allgemein von 
a:= — 00 bis a:= + oo gültig bleiben. 

Zunächst kann man bemerken, dass 
/(ar) = — / cos XU du 1 f(t) cos utdt, x^O (1) 

— oe 

1 /•* /** 

f(x) = — / 9m XU du i f(t)sinutdt, a:>0 (2) 

— oe 

ist; denn denkt man sich jedes von u=: — x bis u=: + (x> gehende 
Integral in zwei Integrale zerlegt, von denen das erste das Intervall 
M= — 00 bis ti = und das zweite das Intervall «=0 bis ti = +oo 
umfasst, so übersieht man leicht, dass das erste dem zweiten gleich 
ist, weil jede der Funktionen cosxucosut und sinxusinut für nega- 
tive u die nämlichen Werthe annimmt, wie für positive u. 

Setzt man ferner im Integrale (16) 

f{x) = 2 

so gilt die nunmehr entstehende Formel 

(p{x) + q>{—x) 

(3) 
= IJ^osxudu f V(Jl±^$tzllcosutdt 

auch für negative x, weil hier f(x) mit cosxu die Eigenschaft /( — x) 
=if(x) gemein hat. Zerlegt man das Integral nach t in die Summe 

q)(t)cosutdt + -j / q>( — t)cosutdt 
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und nimmt im zweiten Integrale t = — 1\ so geht letzteres über in 

~ oc 

Demnach wird die vorige Summe 

= i / (p(t) cosutdt + -J / q>(t')cosut' dt' 



— OC 



= i/ 9(0 



^, cos ut dt 

— OC 



wenn man nämlich zuvörderst die Accente weglässt und dann beide 
Integrale zusammenzieht. Die Gleichung (3) geht jetzt über in 

00 > a: > — 00 . (4) 
= — I cos XU du I (f(t) cosuidt 



9 — OC 



Nimmt man ebenso in der Formel (17) des vorigen Paragraphen 

SO gilt die entstehende Formel sowohl für a:=:0, als für negative x^ 
weil hier /(0) = 0, f(—x) = — f(x) ist; nach einer ebenso leichten 
Reduktion findet man 

(p(x) — (p(—x) 
2 

j ^ ^oc /•QO>a:> — QO. (5) 

= — I sin XU du 1 (p(t)sinutdt 

— OC 



Addirt man endlich die Gleichungen (5) und (6), und be- 
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merkt, dass die darin vorkommenden Doppelintegrale auch unter den 
Formen 

J* Joe 



^ oc 

und 



— I du I q)(t)cosut cosxudt 



— / du I <p(t)sinut nnxu dt 
dargestellt werden können, so ergiebt sich sogleich: 

de oc 

9>(ar) = — I d^ I q>(t)co$u{t—a:)dt, oo>a:>--oo, (6) 

— Oc 

wofür man auch schreiben kann: 

Qe cc 

9(^) = 2" / ^" / <p(f)cosu(f—x)dt, «>ir> — 00, (7) 



— 8C — OC 



weil cosu(t — x) für negative u die nämlichen Werlhe giebt, wie für 
positive u. 

« 

Bezeichnet man >^ — 1 zur Abkürzung mit t, so ist ferner: 

oc oc 



i/ ""/»(')•"'-"' 



2 

— ac ^^ oc 

oc oc 



= s- / du I <p(t)cosu(t — x)dt 



— oc — oc 

oc J» 



+ 2~ 7 du I q)(t)sinu(t — x)dt. 



— oc — oc 



Da nnu(t — x) für negative u sein Vorzeichen, aber nicht seinen 

Werth ändert, so erhellt leicht, dass sich das mit i multiplizirte Inte- 
gral von selbst annullirt, dass folglich übrig bleibt: 

ScUömilck, Analjrt. StacUen. II. 6 
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q,iw)=>^J At J ip(,t)e'^'-^^'dt, «>ar>-«, (8) 

— OC — OC 

indem der Werth des reellen Bestandiheiles nach Formel (7) bestimmt 
werden kann. 

Die hier entwickelten Formeln sind mit denen identisch, welche 
zuerst Fourier in seiner thSorie de la chaleur auf anderem Wege 
abgeleitet hat. — Bei der Wichtigkeit der beiden Sätze' Fourier 's 
wird man vielleicht einen zweiten Beweis derselben nicht ungern sehen, 
welcher den besonderen Vortheil hat, von jeglicher anderweiten Theorie 
unabhängig zu sein und nur die Kenntniss des Integrales 



/ 



sinz , n 

dz =: -TT- 

• ^ 2 



voraus zu setzen, woraus man, wie schon früher in der Gammafunktionen- 
theorie, den Satz 



/dn au { 
u 



cos bu n „. ^ - 

— c/tt = -^ , für a > 6 



= 0, für a<6 
ableitet. — Man betrachte nämlich zuvörderst das Integral 

p— J f^tfo, J F(t)smutdl 



worin wir F(t) als stetig und endlich innerhalb des Intervalles f = 
bis t = c voraussetzen. Durch Umkehrung der Integrationsfolge, die 
hier gestattet ist, weil der Ausdruck 

F(t) sin ut 

innerhalb der Gränzen tf;=0, u = qo und f = 0, t = c weder un- 
endlich, noch diskontinuirlich wird, nimmt P die Form 



p = fra) dt y«"faj^*y" du 
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an, in welcher zwei Fälle zu unterscheiden sind, nämlich y'^c und 
y<Cc. Im ersteren ist zugleich y>f, weil vermöge der Integratiöns- 
gränzen nach t immer c'^t sein.muss, und folglich annulfirt sich 
das Integral nach u wegen a=it ^bs=iy, also 

P=: 0, fflr y>c. 

Wenn dagegen y<C,c ist, so zerlege man das lotegral P wie 
folgt 

r " 

Im ersten Integrale ist nun wegen der Integrationsgränzen für t 
immer t<iy und deshalb verschwindet das Integral in Bezug auf u; 
im zweiten Integrale ist c'^t'^y und wegen *>y erhält das in 

n 
Bezug auf u genommene Integral den Werth in und es bleibt 

Vermöge des ursprünglichen Werthes von P ist demnach: 
J^^du rF(t)smutdt== ^ f F(t)dt, y 



r 
= , y> 



Setzen wir nun iF(t)dt == f(t) also F(t) = f(t), so wird 
durch theilweise Integration 

Jf(f)smutdt = nnut Jf'{t)dt — fucosutdt jf(t)di 

= f(t) sin ut — u Jf(t) cos ut dt 
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und die obige Gleichung geht über in 



I 22Laü du if(c) Sinuc — ^ I f(t)cosutdi\ 



^ 



= -J [m - f(Y)] oder = 



d. i. 



oe Je 

^^ . f gincu cosyu , f , T*^,^» ^ ,. 

/(c) I '— du — I cos yudu 1 f(t) cos ut dt 



je nachdem y<Cc oder y>c ist. Im ersten Falle, c^y, erhält 

ff 
f(c) auf der linken Seite den Faktor -5-, im zweiten, c<C,Yj den 

Faktor Null und mithin bleibt 

/ cos yudu I f(t)cosuJtdt = -^/"(y), für y<C<? 


= , für y>c 

wie wir vorhin schon gefunden hatten. 

Ebenso leicht gelangt man zum zweiten Theoreme Fourier's 
indem man Ton dem Integrale 

Q => J ^^du J F(t)cotutdt 



• 



ausgeht. Man hat zunächst 



Q=fF(t)dtf^^H^y^^^du 

und unterscheidet hier wieder die beiden Fälle y>>c, y<C,c, Im 
ersten ist wegen c'^t auch immer y'^t^ folglich: 
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Q=j'F{t)dt.^, y> 



im zweiten zerlege man Q folgendermassen 



+ fF{t)dt f*^y^LS2L^^ 

^ f 

SO ist hinsichtlich des ersten Integrales y'^t und für das zweite /<C^; 
folglich verschwindet das letztere Integral und es bleibt 

Setzt man wieder F(t)^sf(t)^ so verwandelt sich die Gleichung 
j!^du f F(t)costadt = ^ f F(t)dt, Y 



^^y^Va)*, y 



in die folgende 



mj -^ — du-mj -fdu 

9 

+ / smyudu I f(t) dn ut dt 

= f(/W-AO)) für Y>c 

= Y (Ar) - /(O)) für r<c. 
Die Werthe der beiden ersten Integrale auf der linken Seite (der 
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CoefQzienten von f{c) und /*(0)] lassen sich aber in jedem der beiden 
Fälle y<C.^ oder y^c leicht angeben und ipan findet so 

/ «« yudu I f(t) sin ut dt = -^ f{y) , y < c 

= , y<c 

ganz wie früher. Ebenso leicht würde es sein, die allgemeineren 
Theoreme des §. 10 auf diese Weise abzuleiten und sie auf solche 
Funktionen f(t) auszudehnen, welche innerhalb des Intervalles ^ = 
bis t = c eine Unterbrechung der Continuität erleiden, ohne jedoch 
gleichzeitig unendlich zu werden« 



S- 12. 

Es ist ein doppelter Gebrauch , welcher sich von den Theoremen 
des vorigen Paragraphen machen lässt; einerseits kann man sie nämlich 
bei der Auflösung partieller DiiTerenzialgleichungen benutzen, um aus 
einem partikulären Integrale einer solchen Gleichung das allgemeine 
Integral abzuleiten, andererseits werden jene Formeln für die Theorie 
bestimmter Integrale von Wichtigkeit, weil sie eine reiche Quelle neuer 
Integralformehl darstellen. 

Von der ersten Art der Anwendung wollen wir, da sie unserem 
Zwecke femer liegt, nur ein einziges Beispiel geben und zwar mit 
Fourier diejenige Differenzialgleichung integnren, welche zur Be- 
stimmung gewisser Wärmebewegungen dient. Wir schreiben in diesem 
Falle die Formel (7) in folgenden Zeichen: 




<p{e)cosw(Q — a:)tie. (1) 

Die gegebene partielle Differenzialgleichung sei 

dt = ""-d^ (^^ 

und zugleich die Bedingung gestellt, dass das Integral derselben ti, 



Die Fourier'scben Integrale. 87 

dass eine Funktion der zwei Variablen x und t ist, sich für f = auf 
eine gegebene Funktion von j:, etwa (f{x), reduziren solle. — Zu- 
nächst bemerkt man nun leicht, dass der Ausdruck 

e cosw{Q — x) (3) 

worin w und @ willkührliche Constanten bedeuten, die Gleichung (2) 
erlullt, also ein partikuläres. Integral derselben ist. Für t=sO reduzirt 
sich derselbe siif cos(a(Q — x); um nun aber für t = nicht diesen 
speziellen Werth, sondern q>(x) zu erhalten, brauchen wir blos in 
Nr. (1) die Operationen nachzusehen, welche noch mit cosw(Q — x) 
vorgenommen werden müssen, um daraus q>(x) zu bilden. 

Wenden wir ebendieselben Operationen auf die partikuläre Losung 
in (3) an, so ist jetzt: 



(0) e cosw(&—x)dQ (4) 




— oc — oc 



das verlangte allgemeine Integral. Da nämlich oi und @ von x und t 
unabhängig sind, so befriedigt ein Ausdruck von der Form 

1 _a« w* / 

5-cfo;.9)(0)e cosw(Q—x)dQ (5) 

die gegebene Differenzialgleichung , weil er sich von dem partikulären 
Integrale in (3) nur durch constante Faktoren unterscheidet. Jenes 
DoppeUntegral ist aber nichts Anderes als die Summe einer unendlichen 
Menge von Flementen, deren jedes einzelne unter der Form (5) steht, 
es muss folglich selbst die Gleichung (2) .erfüllen-, weil jeder seiner 
Bestandtheile diese Eigenschall besitzt. Da ausserdem der Ausdruck 
in (4) sich für ^ = auf (p{x) reduzirt, so genügt derselbe allen 
Anforderungen, welche an u gemacht worden sind. Kehrt man in 
ihm die Reihenfolge der Integrationen um, so ist auch 



ff 




(&) d& I cosw(Q—x) e d(a 



— ÖD — ÖD 
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und unter Anwendung der bekannten Formel 







— oc 

ergiebt sic^ hieraus 






(p(Q)dQe ^"'^ (6) 



— oc 

oder wenn man 



i^^^ = fj\ d.i. e = x + 2afiyrt 



setzt, wo fi die neue Variable bezeichnet: 

jac 

dfj . (7) 

— oc 



1 r -n* 



Ton der Richtigkeit dieser Resultate kann man sich auch leicht 
a posteriori überzeugen ; aus «der ersten Form von u in Nr. (6) erkennt 
man sehr leicht, dass diese Funktion in der That ein Integral der 
gegebenen DifTerenzialgleichung ist, und aus der zweiten, dass sie sich 
für t=siQ auf qi{x) reduzirt. 

$. 13. 

Die zweite Anwendung, welche die Fourier' sehen Formeln zu- 
lassen, besteht darin, dass sie einen Leitfaden zur Entdeckung be- 
stimmter Integrale mit angebbaren Werthen bilden; wählt man nämlich 
die willkührliche Funktion f(x) so , dass sich in den Gleichungen 

-^ f{x) ^=z j co$xudu j f(t) cosutdt, c >> ^ ^ (1) 





.oc 



-5- f(ai) s=i I dna:udu I f(f) sinutdty c > o: > 



(2) 
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die jedesmal erste Integration (nach t) durch die gewöhnlichen Mittel 
in geschlossener Form bewerkstelligen lässt, so bleibt noch eine Inte- 
gration nach u übrig, die in vielen Fällen nicht direict ausfuhrbar sein 
wird; da man aber den Werth der linken Seite im Voraus kennt, so 
ist man durch diesen einfachen Calcül zur unmittelbaren Werthangabe 
eines zwischen den Gränzen und oo genommenen Integrales gelangt 
Aus der so entstandenen Gleichung lassen sich dann durch Integration 
oder Differenziation nach den in ihr vorkommenden willköhrlichen 
Constanten wieder neue Integralformeln ableiten. Dabei ist jedoch 
ganz besonders zu bemerken, dass eine derartige Differenziation in 
Bezug auf x im Allgemeinen nicht , sondern nur unter gewissen beson- 
deren Bedingungen vorgenommen werden darf, wie sich aus der fol- 
genden Untersuchung darüber ergeben wird. 

Aus der Differenziation der Gleichung (1) in Bezug auf a: ergiebt 
sich die nachstehende Formel, welche wir vor der Hand als eine noch 
problematische bezeichnen : 



^/^(x) =s — / u sin am du 1 f{t)costddt. 



(3) 



Andererseits ist vermöge der Gleichung (2), wenn darin f{x) durch 
f(x) ersetzt wird 

-^ f(x) = I sin XU du j f{t) sin ut dt (4) 

9 

wobei sich die Integration nach t leicht in etwas anderer Form dar- 
stellen lässt, sobald man bemerkt, dass 

Jsin ut f{t) dt = sin ut ff' (t) dt 

-- u rcosutdtJf(t)dt 

ist; indem man hier f(t) für Ififidt schreibt und die Gränzen 
c und einführt ergiebt sich 

I f(t)sintadt ^ f(e)sincu — u 1 f(t)cosutdt. 

6* 



f 
I 
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Mit HQlfe dieser Gleichung nimmt die Formel (4) folgende Ge* 
stalt an: 



^/^(ar) SS f(c) I iinxu sincudu 



u sin an du 1 f(i) cos ut dt 

^0 



und wenn wir in dem mit f(c) multiplizirten Integrale die obere 
Gr&nze co als Idm einer unendlich wachsenden Zahl k ansehen und 
die daselbst postulirte Integration zwischen k und ausfuhren, so ist 

— I usinxudu I f(t)cosutdt. 

Soll nun diese ganz unbezweifelt richtige Gleichung mit der unter 
Nr. (3) stehenden noch unsicheren Formel zusammenfallen, so muss 
für unausgesetzt wachsende k 

fi,) Um [±h^IZ£l _ f^L*^+£)) _ 
sein, eine Bedingung, welche nur dann erfüllt sein kann, wenn 

/(C)=:0 • (6) 

ist, weil ausserdem der fragliche Ausdruck ydUig unbestimmt würde, 
in so fern die Sinus unendlich wachsender Bögen zwischen + 1 und 
— 1 hin und her oszilliren , sidi also keiner bestimmten Gränze 
nähern. Die Gleichung (6) giebt also die Bedingung an,, unter welcher 
die Formel (3) richtig, d. b. die Differentiation der Gleichung (1) 
nach X erlaubt ist 

Eine ganz ähnliche Betrachtung zeigt die Umstände, unter denen 
die Gleichung (2) in Bezug auf x differenzirt werden darf, wobei 

y/'(ar)=5 / u cos XU du f f{t)nntddt (7) 
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herauskommt. Man hat nämlich zufolge der Formel (1) 

•^f'ix) = J cos XU du I f(f)co$utdt 

• 

und hieraus folgt durdi Anwendung des Prinzipes tbeilweiser Integration 
auf das Integral nach t 

•^f(x) = / cosandufcoscuf(c)—f(0)^ 



+ / u cos XU du j f(t)nnutdt. 



Nimmt man das erste Integral zwischen den Gränzen und k 
und Usst nachher k ins Unendliche wachsen, so ist 

" ^f^\ _ 1 r/^\ Ji^ { nn{x — c)k dn{x + c)k\ 

— f(fi)Lm^^+ jucosxudu f f(t)sinutdtJ 

9 9 

Soll diess mit der hypothetischen Gleichung (7) coincidiren, so ist 
noch die Gleichung 

iin kx 

nöthig, zu deren Bestehen die Bedingungen 

/(c) = 0, A0)==0 (9) 

erfordert werden. — Man kann demnach sagen: „yon den beiden 
Formeln (1) und (2) darf man die erste nach x differenziren, so- 
bald f(f) an der oberen Integrationsgränze verschwindet, die 
zweite aber nur dann, wenn f{f) sich an beiden Integrationsgränzen 
annullirt«'^ 
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Statt dieses Kennzeichens a priori kann man auch leicht ein anderes 
a posteriori aufstellen. Hat nämlich das Integral: 



— / u sin XU du 1 f(t)cosutdt (10) 



einen bestimmten Werlh, so muss offenbar die Bedingung f(c)=iO 
erfüllt sein, denn wäre sie es nicht, so würde aus Nr. (5) gegen 
die Voraussetzung folgen, dass der fragliche Werth unbestimmt, 
nämlich 

= !/•«- i«e) u. 1*1=^* - *^*} („) 

wäre; ist hingegen der Werth des Integrales (10) unbestimmt, etwa 

/•oc 

wie der von / coszdx^ so braucht jene Bedingung nicht erfüllt zu 

sein und die Gleichung zwischen (10) und (11) reduzirt sich auf das 
triviale Resultat, dass ein paar unbestimmte Grössen einander gleich 
sein können. 

Eine ganz ähnliche Betrachtung ist auf das Integral 



I u cos XU du j f{t)sinutdt 



- • 



anwendbar und berechtigt uns mit der vorigen zusammen zu dem 
Ausspruche: „zwischen den nach x genommenen Differenzialquotienten 
der Ausdrücke 



n 



f(x) , / cos XU du I f(t) cosutdt , c > o? ^ , 

I sin xudu I f(t) sinutdt ^ c > :r > , 

findet so lange Gleichheit statt, als die Werthe der durch die Differen- 
ziation entspringenden neuen Integrale bestimmte Grössen bleiben." 
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$. 14. 

Eines der einfachsten Beispiele für die Theoreme (1) und (2) des 
vorigen Paragraphen bildet die Annahme 

f{x) = e , c = Qo . 

Erinnert man sich nämlich, dass für positive von Null ver- 
schiedene a 



I e cos lädt = ^, _^_ a 










I e sin utdt s= -=-- — -. 

ist, so ergeben sich auf der Stelle die folgenden beiden Formeln 

n — ax /a cos am _ ^^ 

n — ox lusinani . ^ ^ 



(1) 



(2) 



Man kann dazu noch ein^ dritte und ähnliche stellen, wenn man 
bemerkt, dass 



oe oc 



/sinxu . f usinacu . ^ f sinxu du .ox 
du — / -^—. — j du == a* I -ri — i — W 





ist, woraus nun sogleich folgt 



n / —ax. I sin XU a* , ^^ ^ ... 

Diese letztere Formel darf man als die gemeinschalUiche Quelle 
der unter (1) und (2) verzeichneten Resultate ansehen, in so fern sich 
diese aus ihr durch zwei consecutive DifTerenziationen nach x ableiten 
lassen. Die Formel (6) darf man jedoch nicht wieder differenziren. 
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MX 



\veil die Substitution f(x) = e , welche zu ihr führte , den Bedin- 
gungen (9) im vorigen Paragraphen nicht genügt; in der That würde 
das neue Integral 

-^ du 



I 





welches dabei zum Vorschein käme, keinen bestimmten Werth haben, 
wie man augenblicklich ersieht, wenn man es in der Form 



I coixudu — a' / -^—1 — zdu 



darstellt, und daher darf man dasselbe dem Diiferenzialquotienten 
von -^ e nicht gleich setzen. 

Man kann zu den so eben entwickelten Resultaten auch auf einem 
anderen Wege gelangen. Setzt man nämlich 



r sin XU du 



(5) 



so folgt 



dy f^ cos au . ,äv 



f/*y Cousin XU , 



(7) 



und diese Differenziationen sind erlaubt, weil die fraglichen drei Inte- 
grale bestimmte endliche Werthe haben müssen, wie man leicht durch 
ein paar einfache Betraditungen findet Man hat femer 

rf* V * /sin XU , n 



und hierin eine gewöhnliche Differenzialgleichung. Nach den bekannten 
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Methoden zur Integration der linearen Differenzialgleichungen erhält 
man als voUständiges Integral derselben 

y ^ Ae + Be + ^, 

wobei A und B die willkührüchen Constanten der Integration sind, 
und ferner 

dy j ax „ ^ox 

-^ = aAe — aB e 
da: 

^ = a^Ae + a*Be 

Da nun aus (5) und (6) folgt, dass für :r=:0 

- dy (^ du n 

y = und ^ = y ?+7? = 2S 



wird, so haben wir zur Bestimmung von A und B die beiden 
Gleichungen 

= ^ + Ä + £, 

^ = aA — aB 
2a 

woraus man J = , B = — ^ erhält. Vermöge der Bedeutung 
dy d^y 

oc 

ff / ax\ C sin XU du ^ 



jr —«* f coixu _ 



(9) 







Übereinstimmend mit den früheren Formeln. 
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Schreibt man 6 und yf^ für x und a, bemerkt ferner, dass 



jetzt 




coihu . n — 6/T n d\e ^ ) ,,-. 

—1 — i«w = — 7=-c * s= i ^-— i '- (11) 

r + ir 2/r h dr ^ ' 



ist, so erhellt leicht, dass man sovielmal als es beliebt nach r diffe- 
renziren und die beiderseitigen DifTerenzialquotienten einander gleich 
setzen darf; da nämlich der Nenner der Differ^nzialformel durch Diffe- 
renziation nach r immer höhere Potenzen Yon r-^v? bekommt, so 
bilden die Werthe der successiv entstehenden Integrale eine abneh- 
mende Reihe und sind mithin kleiner als der in (II) verzeichnete 
Ausdruck. Man hat nun bei it maliger Differenziation 

^ ^ rs I cos budu n d ie^ v *■ j 



. iS • • It ff 



(_i) i.2..„ I -^^^^^^3^1 = - i " ^;^i ^ ' (12) 

tr) dr 

Wendet man, um die rechte Seite zu entwickeln, die bekannte 
Formel 

/ fi/x) ^ J_ j/;V^) _ H(n-1) /'"'^(Z^) 

doT 2" I (/^)" 2 * (/^)"+' 

(»—2) , ,-x 
(«+l)n(tt-l)(n-2) / (/j;) _ 



• • • • 



für ar = r, /"(/a:) = f(/^) = 6-^"^ an, so dass f(x) = « 
ist, so findet man 



_*« 






(n+l)n(w-l)(«-2) /In*. | -»/T 
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Schreibt man n+1 für n , substituirt dies» ia die GleiGbnng (12), 

dividirt dann beiderseits mit 1.2 • . . n , was kurz mit n* bezeichnet 

werden möge, und setzt am Ende wieder a? flir r, so er- 
giebt sich 

cosbudu -„ 

— -^JH^i (U) 




~ 2a.ff ^2j r "^ 2 ai 



(n + 2)(n+l)n(n-l) 1 \ 

■♦* 274 (aby "^ '•••) " 

Gleiche Behandlung der Formel (10) liefert das analoge Re- 
sultat: 



* nsinbudu ,- . 

(14) 



J (0« + ««)"+* 





_ ne ' fby* i «(«—!) 1_ 
"■ 2.n' ^o' r ^ 2 . ab 



+ 



(n+l)ii(j« — 1) (« — 2) 1 



2.4 



{aby + ••••} 



Diese Formeln stehen übrigens in einer sehr ndien Beziehung zu 
derjenigen, welche den Werth des Integrales 



J X ^ e da 



_, -(-'*t) 



angiebt und in §. 17 Abth. I entwickelt worden ist. Setzt man nämlich 
in der Gleichung 



*'^» 



n^f.' 



e da 



ScUöBÜch, ABtljt. SteflIiMi, II. 7 
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Ä = a* + ti* , so ergiebt sich 



PC 



1 1__ (' /•—(«' + 



<£i; 



und durch Multiplikation mit cosicudu und Integration zwischen 
f/ = und ti = x » 

ite ftp .«jBß 

/co<2ct((2tt 1 I a , P ^-(•'+*')*. 
TT = T^/ I IN f cot2cudtt Ixe dx. 



Durch Umkehrung der Ihtegrationsfolge geht das Doppelintegral 
über in; 

a:'*e Ar I e coticudu 



X e dx — :?= e 
und so wird jetzt nach dem Vorigen 






(«. + ««r' ^^^ . 






woraus sich die bisherigen Formeln leicht ableiten lassen würden, 
indem man das Integral rechts für den Fall eines ganzen posi- 
tiven ft entwickelt. Diesen Weg ist (füi* jm = 0) zuerst Laplac^ 
gegangen *). 



*) Bulletin de la societe phHomatique Avril 1811; oder Theorie ana- 
lytigue des probabilitäs , trois» ädit page 98. 
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$• 15. 

Eine nicht minder bemerkenewerthe Anwendung der Theoreme 

^ f(x) zss: I cos am du 1 f{t)cosutdt, c>a:^0, (1) 

• 

sinxudu f f(f)mnuidty c>a:>0, (2) 

geht aus folgenden Substitutionen hervor. 

In Formel (1) sei f{x) =ss ginax^ so findet man ohne Schwie- 
rigkeit 

/* . . , ,^ , (coi (a + u)c , cos (a — u) c\ 
smaicosytdt == — X { — ^— -! — ^ U — ^ ^— > 
^ ( a+u a—u } 



"*■ * \a + tt ■*" a — tij 



und mithin 



oc 

. r cosc(a + ü) ^ 

=5 — AI ; -cosxuau 

^ J a + u 



n 

-^ sin tue 





, . r cosc(u — a) - l /ox 

_L 1 f i { cos xudu > yy) 

^J u — a I 





Hier tritt der bemerkenswerthe Umstand ein, dass für ar<<c die 
Summe der beiden ersten Integrale der Null gleich ist. Man sieht 
diess leicht auf folgende Weise ein. Im ersten Integrale sei a + u=:t, 
im zweiten u — a = ^, so geht jene Summe in 

— / — — cosx{t — a)dt + I — — cosx(t + a)di 

a — a 
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über ; dabei zerlegen wir das zweite Integral in zwei andere von — a 
bis + a und von + ^ bis co , wo sieh das letztere mit dem ersten 
der obigen Integrale vereinigen Usst; diess giebt 



— 2smax 1 —j— iinxtdt + J ^-^ coMx(t + a)dt . 






-Hier ist das zwischen — a und +a genommene Integral wieder 
in zwei andere von — a bis und von bis + ^ zerlegbar ; setzt 
man nachher im ersten derselben tszs — l', so wird 



/ 



— — cos x{t + a)di 



=^- r'^^co$(-e + a)de + J^^-^co$x(t + a)dt 



d. i. wenn man die Accente weglässt und zusammenzieht 



ss= — 2nnaa: 1 — r— «na:<rf«. 



Denken wir uns diess an die Stelle des zweiten Integrales in (4) 
gesetzt, so geht der ganze daselbst befindliche* Ausdruck in 



— 2nnaa § — — smai 



über, wobei unter der Voraussetzung c^rr 



dt 



/cos et . . ,^ 1 «w (c + ar) f - /^ sin (c — x)t 



dt 



2 2 
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ist Aus der Gleichung (3) folgt jetzt, wenn wir c ins Unendlidie 
wachsen lassen , wo es dann grösser als jedes endliche x ist, 



-^ xin ax 



f acotxu •> 



Zu ganz ähnlichen Betrachtungen führt die Substitution f{x)=cosax 
in die Formel (2); man findet nämlich 

n f^usinxu, 

YC08ax^=i — J ^%_^ ou, a?>0. (6) 

Berücksichtigt man nodi die identische Gleichung 

oc j9b Ob 

/sinxu ^ . r usinam , f sbixu a^ . 

-ir^ + J ^^=1?^ = J ?ir;?-ir*' 

9 • 

SO ergiebt sich 

f(I-«„«*) = y[*^.-^rf«, a:>0. (7) 

woraus man durch zwei consekutive Differenziationen nach x die 
Torhergehenden Formeln wieder ableitet 

Man kann ebenso, wie im vorigen Paragraphen, auch auf anderem 
Wege zu diesen Resultaten gelangen. Für 

/rinxu du /g\ 

_ a* — u* u 



y 



wird nämlich 









(«) 



(Py f^usinxu . 

d^'^ -J ?iri?''«- 



(10) 
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Man hat nun weiter 

am 



^ + «»y = y — 



du 



und von dieser Differenzialgleichong ist 

y BS Asinax + Bcosax + ^ 

das vollständige Integral, woraus folgt: 

du 

-^ sss aAcoiOx — Bamax 

dx 

-^ =ss — €?A9max — a^Bcoiox . 
Für :r s=s muss aber nach (8) und (9) sein 



y 



— "* dx J o* — ti» 



und folglich haben wir zur Bestimmung der beiden Integrations- 
Constanten A und B die Gleichungen 

= B + ^, = aJ 



was J =s und £ = — ä~i 9^1>^ Vermöge der so bestimmten Werthe 
von y> ^» -Ä haben wir nun nach (8), (9) und (10) 

n f sinxu du „ 

^(1-cosax) = J^ ^ri:^. - (H) 

n § cos XU 

^dnax=:J ^rr;p,rf«« (12) 



/u sin XU 
7+1? 



-grcofaa?= ^ ^ ^ ,,> rftt (13) 



was mit dem Früheren zusammenfällt. Uebrigens darf man die Diffe- 
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renziationen nach x nicht weiter treiben , weil die neuen Integrale, 
welche entspringen würden , keine bestimmten Werthe mehr haben, 
wie z« B. 

/t? cot XU r* » . • r^ ^oi jrti - 

Q ^ ^ 

Dagegen ist es erlaubt sovielmal als man will nach a* zu differen- 

ziren, was man auf die Weise ausführt , dass man /r" far a setzt, 
darauf nmal nach r differenzirt und zuletzt wieder a* für r schreibt 
Man gelangt auf diese Weise zu Formeln , welche denen in Nr. (13) 
und (14) des vorigen Paragraphen völlig analog sind. 



S. 16. 

Die in den beiden letzten Paragraphen entwickelten Formeln sind 
durch die Aufinerksamkeit, welche man ihnen geschenkt hat, eine 
reiche Quelle fernerer zur Theorie bestimmter Integrale gehörender 
Beziehungen geworden, von denen wir die wichtigsten, theils neue, 
theils bekannte, entwickeln wollen. 

So ist es zunächst sehr bemerkenswerth , dass eine ganz simple 
Transformation hinreicht, um das Integral 

auf jene Integrale zu reduziren und aus demselben den Werth von 




f. • 

— 



coibudu 



abzuleiten, worin m und n positive ganze Zahlen bedeuten. Unter 
der Voraussetzung nämlich, dass a^^ß^j also der Nenner a* — 2ßx+7^ 
nicht in zwei reelle Faktoren des ersten Grades zerlegbar ist, kön- 
nen wir 

z = /J + X /o* — /»* 
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in das unter (1) stehende Integral aubaCitdren, wodurch sich die Inte* 
grationsgrinzen nichl ändern und 

dz == y/a^ — ß^ dx 
a* — 2/Jx + X* == («* — ^'Xl + aO 

wird. Das in Rede stehende Integral nimmt dann die Form 

an, worin wir zur Abkfirzung 

4^^ = P' (2) 



setzen und den Cosinus der zweitbeiligen Grösse zerlegen. Das Integral 
wnrd dann zur folgenden Differenz 

co$tC 



— ifK rß r?^^^^iin(rx)/a' —ß») dx . 

Diese zwei Integrale zerfallen wieder in vier andere, wenn man 
die unter den Integraheiehea angedeuteten Multiplikationen ausführt, 
nämlich: 

oe 

j/cosrß I -j—j-^ cos (rx }fti?—(f) dx 
+ qcosrß J y;;p^coi(nr/a* — /»*)iir 



— « 

J8C 



— p'iiMTßf j-^ im (rx^a* —ß^) dx 

1^ , nn (jxyfa^—ß^) dx , 
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Von diesen Integralen verschwinden das zweite und dritte, weil 
sie aus gegenseitig sich aufhebenden Elementen bestehen, in so fem 
nämlich der jedesmalige Faktor von dx die Eigenschaft /"( — x) = — f{x) 
besitzt. Es bleiben also nur das erste und letzte Integral übrig , für 
die man auch 

2p'cosrß I . ^ cos(rx\fa^ — ß*)dx 







— 2^ sin rß 1 y-^- — j sin (rx^a* — ß^) dx 

* 

schreiben kann, wenn man berücksichtigt, dass der jedesmalige Faktor 
von dx für negative x die nämlichen Werthp, wie für positive x giebt. 
Da nun die vorstehenden Integrationen mittelst der Formel 



f cosyx . _ /^ ^«wyj: _ n 



— y 
e 



für y = r\/c?—ß* ausgeführt werden können, so ergiebt sich, wenn 
wir den Ausgangspunkt (1) im Auge behalten, 

-oc ^ ^ V (3) 

= n U) cos rß — qsinTß\e' V " " ^ ^ 

Eine elegante Spezialisirüng dieser sehr bemerkenswerthen For- 
mel ist 

a=:l, ß = cos(Oy p=:cos{m — l)a>, qs= — cosmta 
wo m und co noch ganz beliebig sind. Es wird dann 

p = sin mto , ^a* — ß* =s sinia 
und 

oc 

r cos(m — l)ft) — zcosmo) _ 

/ — ^ i cos n dz 

J 1 — 22 cos(a + x^ . ,.^ 

- ÖC } W 

z=s n e sin(m(a + rcosat) . 
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Hieraus lassen sich durch Spezialisirung von w und m mancherlei 
zum Theil schon bekannte Resultate ableiten; man erhält z. B. für 
01 = 



j 



ee 

COS rx . 

dz = n nnr 






was nichts weiter als eine etwas andere Form lur 



/ 



2cosrx , 

.= 5 dz = nsmr 

1 — TT 





ist. Wichtiger dagegen sind die folgenden Anwendungen. 

I. Für ein gerades n und positives ganzes nt <^ it + 1 ist bc- 

7t - 

kanntlich, wenn d- zur Abkürzung für — dient*}» 

n z 



2 1 I « ' 

^ 1 + X 

^^ coj(m — 1)^ — zcosrnd" cos3(tn — 1)^ — xcosSmd' 

~ 1 —2ZCOS& + X* ' 1— 2zcoi3^ + z* + •••• 

cos(n — l)(wt — 1)^ — zcos(fi — l)m9- 
••'• ■*■ 1— 2zco*(n— l)i^ + x* 

Nach beiderseitiger Multiplikation mit cosrzdz kann man rechts 
sämmtliche Glieder integriren, wenn man in der Formel (4) sich 

für (o der Reihe nach d-y 3^, 5^, ... n — 1^ geschrieben denkt Es 
ergiebt sich so: 



*) Es ist diess die nämliche Zerlegang, welche in den Elementen der 

TT 

benutzt wird. 
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-jr- I -^ cos rz dz 



— oc 



n\e sm(md' + rcos9-) + e sin(öm&+rcoso9) + .. 



Denkt man sich femer das Integral auf der linken Seite in zwei 
andere von — oo bis und von bis qo zerlegt, so ist klar, dass, 
wenn m gerade, also m — 1 ungerade ist, isich diese beiden Integrale 
aufheben, dass sie dagegen für ungerade fit, also gerade m — 1, so- 
wohl dem Zeichen als dem Werthe nadi einander gleich sind; im 
letzteren Falle kann man daher statt der linken Seite in der obigen 
Gleichung auch 



fr? 



COS n dz 
n 



schreiben. Setzt man endlich noch r^ss^ah^ z^=i — , so erhält man 
leicht für ungerade m und gerade n'^m — 1 

oc 

COS bx dx 

n , II 
a + ar 

= )e «n (m^ + ah cos &) 




na 



4gb f tu 3^ 

-f e sin(Zm9 + abcosZ9) + .... 



• • • . "i" » 



8m(n — lm»+ abcosn—l&)] (5) 



wobei immer d-sss — ist, 

n 
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Nimmt man beispielsweis ittE=:3, n=:4, so ergiebt sich nach 
einer kleinen goniometrischen Reduktion 



T-; — i cos bxdx :==, — ^= e Xcos -p= — sin --= I 



oder a^2 iur a gesetzt 







V 11 im w 

. ^ — j CO* hxdx = -j-^ \p^^ ^^ — **" ^^J • 



Differenzirt man die Gleichung (5) partiell nach b, so kann man 
aus ihr auch leicht den Werth des Integrales 

m 
X 



I. 

J a* + x'* 





sin bx dx 



ableiten. 



II. Unter den nämlichen Voraussetzungen hinsichtlich der Zahlen 
m und n ist auch 



m-1 

n % 



2 1 » 

1 coÄ2(m — I)^ — zco*2m^ cosi(m — 1)^ — zcosimd' 



1 — 2* ' 1 — 2zco52^ + z* ' 1 — 2zco*4i^ + z* 

co*(w — 2) {m — 1)^ — zcos(n — 2)m^ 



... + 



1 — 2z cosiri — 2) C^ + z* 



Mulliplizirt man diess mit cosrzdz, integrirt Zwischen den 
Gränzen zs=5 — oo, z = + oo und bemerkt für das erste Glied 
rechts, dass 

C cosn f. f cotn 

am Oe " 
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ist, während man zur Verwerlhung der übrigen Integrale die For- 
mel (4) für 01 = 2*, 4*^, 6^, ... n—2& in Anwendung bringt, so 
ergiebt sich 



cos rz dz 

— oc 



__ritJi2* 



r f tu 2cr 

«« r + e 51« (2m ^ + r cos ^9) 



r tin 4* 

+ e sin {Am d- + rcos i9) + ... 



— r»inn—20' 



. .. + « «w(n — 2m9- + rcosn — 2a^)l 



sc 
oder wenn man rs=sab, z = — und m als ungerade voraussetzt 



* 1 
cosbxdx 

n n 

a — X 




ahtin'ie^ 



n 

na 



--— ydnab + e sin (2m9- + ab cos 2^) + • . . . 



.... + € sin (w— 2 m9' + ab cos n— 2 d)\ (6) 

und hieraus würde man durch partielle Differenziaüon nach b auch 
noch den Werth des Integrales 




oc 

I 
X 



n H 

a — X 



sinbx dx 



ohne Schwierigkeit ableiten können. 
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$. 17. 

Multiplizirt man von den beiden Integralen 

f coshu . n ^Ä* f sinhu j ^ 

— 06 — » 



das zweite mit y — ^ ^=^ i und subtrabirt es darauf von dem ersten 
mit der Bemerkung , dass 

cos hu — i sin hu :^ e 
ist, so erhält man sogleich: 

/du -Ä«i* « -** 

— OC 



Diese Formel combinirt Lejeune Dirichlet*) mit der aus der 
Theorie der Gammafunktionen bekannten: 



[a + mf* J, 



(2) 

worin a als positiv vorausgesetzt wird, auf folgende ebenso einfache 
als nette Weise« Man multiplizirt die vorstehende Gleichung mit 

du —hui 
e 



** + «* 



und integrirt darauf zwischen den Gränzen us — oo/ «==-|-qo; 
es ergiebt sich so: 



*) M. s. Grelle's Journal, Bd. 4, S. 94. 
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je Aui 






- (3> 

/* du — *«» r «i—i —(«+«<)■«' , 



— oc 



wobei die rechte Seite durch Vertauschung der beiden Integratio- 
nen in 



übergeht und sich nun die Integration nach u ausfuhren lässt, wenn 
man in Formel (I) h + as für A setzt. Das vorliegende Doppelintegral 
reduzirt sich demnach auf *das einfache 

oc Oc 

»•—1 — ffx ^ n — (Ä+j*)* n — Ä* P *»-"! («+*)x 

e da: 



X e dx -r-e s=s -j-e I ^ 



dessen Werth durch 



n -M r(m) 



e 



(ö + ^) 

ausgedrückt wird. Indem man diess für die rechte Seite der Glei- 
chung (3) substituirt, ergiebt sich: 



— hui — A* 

e du n e 1 ,.^ 



r 

t/^ ^ (a + td) (a + k) 



Das Yerfahren, welches zu dieser Gleichung führte, iässt sich 
wieder auf sie selbst anwenden. Hultiplizirt man nämlich die der 
Formel (2) ähnliche 

r(«) r* ü-l — (6+iifV , 

e dx 



r(n) f — 1 

(b+uif *'• 
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mit dem Ausdrucke 



—hmi 

e du 



A:* + tt* , , .,» 
' (a+tti) 

d. i. dem Nämlichen, was in (4) unter dem Integralzeichen steht, 
und integrirt wieder zwischen den Gränzen u = — oo, «== + 00, 
so wird 



-oc (« + «0 (f^ + ui} 





^ (5) 



_ ("i:^ -±- r-> 



e dx . 



Durch Umkehrung der Integrationsfolgen geht die rechte Seite in 

«-1 ^ftor I e ^ ^ du 
X e dx i ,j| ■ a 



wobei man die Formel (4) in Anwendung bringt, indem man darin 
h durch A + ^ ersetzt. Das vorliegende Doppelintegral reduzirt sich 
jetzt auf 

«—1 — bx . n e 
X e dx —7 — 

(a + A) 
n e r(n) 




* (a + kf (b + kf 



und wenn diess in die Gleichung (5) eingeführt wird, so konunt: 
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—hui 

e 1 


1 


^ + tt* / . ^"• 


(b + «O" 


n e 1 


1 



du 

' { a -4- im (b -I- to^ 

OC 



(6) 



* («+Äf (6 + ^y 



Man wird leicht den weiteren Fortgang dieses Calcüls Abersehen; 
der nächste Schritt z. B. würde darin bestehen, dass man in der 
Formel (2) c und p für a und m setzt, die so entstandene Gleichung 
mit Dem multiplizirt , was in Nr. (6) unter dem Integralzeichen ent- 
halten ist, darauf die Integrationsfolgen von x und u vertauscht und 
die ' Integrationen dadurch ausfuhrt, dass man erst die Formel (6) 
für h'\' X statt A in Anwendung bringt , mid die noch übrige Inte- 
gration nach X mittelst der Fundamentaiformel der Gammafunktionen 
volIendeL Ueberhaupt hat man im Allgemeinen 



/- hui 

e 1 1 1 

_ ^ (c + ui) (b + ta) (c + m) 

ne 1 l l 



• . • . du 

(7) 



(a + kf (b + kf (c + kf 



wobei nicht zu vergessen ist, dass A, ^, a^ b^ c, ... sämmtlich posi- 
tive Grössen sein müssen. 

Hienms tassC »fdi eine fernere Formet dadureb abktten, dass 
man eine der Grössen m, n, j^, f , e(e. wieder als Yerandcrliche an- 
sieht und in Bezug auf dieselbe diderenzirt oder integrirt. Sei etwa 
y eine jener Grössen und a eine vob den Zahlen a, 6, c, ... so 

effailt man durch Mnltiplikattei» mit ^ dy und lotegraäon 
den Gränzen ^ = 0, y=.c&: 

ScUSmilcb, Aaalyt. StudiM. 11. 8 
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/*•-»./«*"' 1 1 1 

^» (a + td)" (b + uif (« + w 



du 

f 



ne 
k 



1 1^ / / ^ 

(a + kf(b^kf t/ (a + Af 



Kehrt man auf der linken Seite die Integrationsordnung um und 
bestimmt dann die Werthe der beiderseits vorkommenden Integrale 
mittelst der Formel 



/v"'/'"" 






so e^giebt sich auf der Stelle 



—hui 

e 1 



*/« ** "^ "^ (« + «O" (* + «O" ('(« + w))^ 



ne 1 1 1 



<2u 



(8) 



K 



k , . ,vW» ,. . ,v» 



• • • 



(a + A) {h^kf (/(« + A)f 



Yerßhrt man hier wieder so» indem man unter den Zahlen 
«, 6y c, ... irgend eine ß und unter nty n, ... etwa 2 aushebt, 

•—1 

mit % dz multiplizirt und zwischen 2 = 0, 2; = 00 integrirt, so 

erhält man eine ganz ähnliche Formel, in welcher zwei logarithmische 
Faktoren vorkommen. ' Und so überzeugt man sich überhaupt leicht 
von der Richtigkeit der allgemeinen Gleichung: 



Die Fourier'scheo htegrale. 115 



f 

1 1 



• • • 

n 



(/(..+ta)r [{(fi+ui)]' 



- '.- du V (9) 



ne- 1 1 1 



k , . ,x»« /JL I ..X» 



(a + *) (6+A) (/(« + A)f (/(/»-J-A))' 

welche wegen der vielen in ihr enthaltenen willkührlichen Constanten 
zahlreiche Spezialisirungen zulässt. 



$. 18. 



Eine fernere Anwendung der Theoreme 



/ 



1^«* = ö::« (1) 



a* + u* 2a 



/ 



oc 

9 



gründet sich auf den folgenden sehr einfachen Gedankengang. — Kennt 
man eine Funktion F(x)y welche sich wenigstens für alle innerhalb 
eines gewissen Intervalles liegenden Werthe von or, mittelst Mac 
Laurin's Theorem , in eine Reihe von der Form 

F(a:) =: A + Bx + Cx^ + Dx* + ... (3) 

verwandeln lässt, so ist es nicht schwer, die Summen der Reihen 

A + Brcosu + C^* CO* 2a + Di^ co$Zu + ... 
+ Brsinu + CV*«n2ii + Dr* $in3u + ... 

worin r den nämlichen Redingungen wie früher x unterliegt, ausfindig 
zu machen. Setzt man in Nr. (3) t(cosu + irinu) für x, indem t 
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die Stelle von v — 1 vertritt, und zerlegt jetzt F{x) in seine reelle 
und imaginäre Partie dergestalt, dass 

F\r{cosu + •«««)] = <P(r, u) + i W(r, u) . (4) 

ist, so erhält man auf der Stelle aus der Vergleicbung der reellen und 
imaginären Bestandtbeile der nunmehrigen Gleichung 

[ (5) 
y(r, ti) = Brnnu + Cr*«n2« + Dr^sinSu + ... ) 



Man übersieht nun gleich, dass, wenn man die erste 
Gleichungen mit ^ , - , die zweite mit . , > multiplizirt und 

darauf zwischen den Gränzen tf = 0, « = x integrirt, sich jede der 
Integrationen auf der rechten Seite ausführen lässt, indem man der 
Reibe nach in Formel (1) 6=sO, 1, 2, 3, etc. und in Nr. (2) 
6 = 1, 2, 3, etc. setzt« Auf diese Weise ergiebt sich ohne die min- 
deste Schwierigkeit 



r 



^^^'''^/u 



a* + tt* 





-2a 3a 



n ^ — — a — Aa ou s 



/ 



iT + «* 





—2a _ _ —3a 



gr ^ a &a ^a s 



Die auf der jedesmaligen rechten Seite vorkommenden Reihen 



— a 



sind nach Formel (3) selbst wieder summirbar, indem man dort re 
für X substituirt und bemerkt, dass AsssF(0) isu Demnach kann 
man jetzt die beiden Theoreme aufstellen: 
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' 

wobei nicht zu vergessen ist, dass die Funktionen F, (D, fF durch 
die Gleichung (4) mit einander liirt sind und ausserdem das Hac 
Laurin'sche Theorem auf F(x) anwendbar sein muss. Man kann 
zu den obigen zwei Theoremen gleich noch ein drittes stellen, wenn 
man die Formel (7) für a=sO spezialisirt und sie selbst von ihrem 
speziellen Falle 

/^)d« = -J(F(r)_F(0)) 



subli*ahirt; man ßndet so 

Es ist nichts leichtef, als hierzu Beispiele zu geben. Nimmt 

man etwa F(x) = 1(1 + x) , welche Funktion für 1 ^ ^ ^ — 1 in 
eine unendliche Potenzenreihe verwandelbar ist, so wird 

/[l + T{eotu + irsvnu'ji 
= 4/(1 + 2r cotu + r*) + » Atctan r^r^ 

lind folglich 

oc 

/(l + 2rco*ti + r*) _ n ,,, , — « ^ ^ "^ • 

-^ ÄTnir^ Uu=-l(\ + Te ), l>r>-l, (9) 



rtmu 
cosu 



/ 



a* + tt* a 





/ 



ar + tt 1 + r cosu 2a ^ ' /» _ _ v / 
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Bemerkeiiswertli ist noch eine Vorsicht, weiche man an den 
Gränzen r= + l der Gültigkeit dieser Formeln zu beachten hat. So 
ist für r = + I , 



— a 

e ) 



J^ ar + u^ o 

oc 

r u Arctan (tan In) _ '',•,. — •v 

./. a' + u' '^" = 2i'(l+* ) 

aber man darf sich hier nicht einfallen lassen, 2l(2cos^u) für l(2cos^u)* 
und ^t< iur Arctan (tan ^u) schreiben zu wollen. Die ersten beiden 
Funktionen sind nämlich blos so lange identisch, als cos^u positiv 
bleibt, also von u=s — n bis fi = +7r, darüber hinaus wird 2 /(2co«^ti) 
stellenweis imaginär, während l(2cos^uy immer reell bleibt. Ebenso 
fallen die Funktionen ^u und Arctan (tan ^u) nur to& u=i — n bis 
u=: + n zusammen, für u'^n dagegen tritt in der zweiten ein 

periodischer Zeichenwechsel und eine Osciliation zwischen -{" ~n~ und 

5- ein, während die erste immer wächst und ihr Vorzeichen nie 

ändert. Ganz ähnliche Bemerkungen treffen den Fall r=: — 1. — 
Nimmt man in der Formel (9) r=s — , wo nun p>l ist, so wird 



/ 



a' + tt a ^ Q ^ 



und wenn man die einzelnen Bestandtheile des Integrales links trennt 
und wieder r für q schreibt 



/ 



1(1 + 2rcosu + r*) ^ ,/ , — ^ ^ 1 

"^ n* -J, ».« '-du =: --^l(r + e ), r>l. 

Hier sieht man a posteriori , dass die Formel (0) nicht für r >> 1 
gelten kann, indem der Werth des Integrales in diesem Falle ein 
anderer ist, als für r<^l. 
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Als zweites Beispiel für die Anwendung der Theoreme (6), (7) 
und (8) diene die Annahme 

^ ^ 1 + x 

wo nun 1 > a: > — 1 sein muss, weil nur unter dieser Bedin- 
gung der Ausdruck in eine Potenzenreihe verwandelbar ist. Hier 
wird nun 

1 1 + rcosu . rsinu 



1 + r(cosu + ismu) 1 + 2r cosu + r* 1 + 2r cosu + r* 

und folglich 

1 + ** cos u du n 1 



f 



l + 2rcMtt + r* a* + tt* 2o - , — « 
1 +r« 



, l>r>-l, (U) 



• ' ' 1 + re 



Der Gränzfall r ss + 1 bedarf hier noch einer besonderen Unter- 
suchung; da nämlich die Gleichungen 

\ + rcosu 

<l>(r,tt) = i— T— s 7-3 

^ ' ^ 1 + 2rco»tt + r* 

s= 1 — r cosu + r* co« 2ti — r* cos Zu + • . • . 



r5tnt£ 



"Pir.u)— i^.2rcMti + r> 
=5 rsinu — r* «n 2t< + r* «in 3ti — .... 

für r=:4: 1 ihre Gültigkeit verlieren, so ist man offenbar nicht be- 
rechtigt, die Formeln (11) und (12) für diesen Fall in Anspruch zu 
nehmen« Man hilft sich dann sehr einfach auf folgende Weise. Sei 
etwa r SS -{- 1 , so ist : 
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ünu — siniu + stn 3ii — .... + sin nu 



u 



nn(2n+l)Y 



u 



wovon man sich leicht durch beiderseitige Multiplikation mit 2cot -^ 1 

tcdftf 
überzeugen kann. Durch Zusetzung des Faktors , i ^i und Inte- 
gration jedes einzelnen Gliedes ergiebt sich hieraus 

-^|e — e + e — ... + u J 
. \ utanXu . , . \ 2 udu 

wobei A zur Abkürzung iur 2n -f 1 dient. Lässt man nun n und 
ebenso k ins Unendliche wachsen, so wird 



CO,- 



--Ja 



= "ö" I ^ — * + ^ — . . • in tu/".! 



n e 



2 , -« 

1+ u 



Setzt man in dem zweiten Integrale links us=;2t und bringt noch 

1 

den Faktor -r—:sint binzu, so ist jenes Integral auch: 
sin t 



f 



iinkt nni iidt 



sin t cos t a* -jr 4<* 
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und der Gränzwerth hiervon ist die Null, wie man leicht mit Hülfe der 
Formel (10) in §. 3 für 

A0 = ''"* ^' 



finden wird. Es bleibt demnach 




-^rf« = -. (13) 

1+ e 



Das Nämliche ergiebt sich auch aus der Formel (12) lur rs=:l, 
so dass dieselbe noch in diesem Falle richtig bleibt. Wenn es also 
auch unrichtig gewesen wäre, schlechtweg 

^tan ^u s=s rinu + nn2u + sin Zu — . . • • 

zu setzen, so ist diese Substitution doch unter dem Integralzeichen 
erlaubt, weil der an sich nicht verschwindende Rest der vorstehenden 
Reihe nach geschehener Integration sich annullirt Auf ähnliche 
Weise lässt sich zeigen , dass die Formel (12) auch für r =: — 1 
gilt, während man dagegen in Nr. (11) r weder =s+ 1 noch = — 1 
setzen darf. 

Eine gani analoge ^Betrachtung ist auf die Formeln 

QC 

cosbu , ^ • jL ^A /UN 

^"^^ = 2i«»»fl*t o>0* (14) 






/ 



* • IL. 

du =s tpcosaö, CiflO, (15) 





anwendbar und führt zu zwei Theoremen, welche einige Aehnlicbkeit 
mit den in (6) und (7) entwickelten haben. Für 

F(x) =; A + Bx + Cr* + Dx* + . . . 

8» 
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und 

<P(r , tc) =s ^ + Brcosu + (ycosiu + . . • 

y(r, ii) = Brsinu + (ysin2u + Dr^nniu + ... 



ergiebt sich nämlich sehr leicht 



/ 



fl>(r, n) 
o» — «» 



rfu 



as ^ fil + i?r«Mta + Ci*dn2a + ] 



*«y(r,«)^,^ 



/^ 



• 



s=: — -y fiBr coi a + <>* coi 2o + Dr* coi 3a + . . .1 



d. i. wenn man die Reiben rechts summirt 






Für asssO giebt die zweite Formel unter der Bemerkung» dass 
Ö)(r,0) = F(r) ist 



je 



Jf^)d„^.J(F(0)-F(r)| 



und zu diesen Theoremen wird man ebenso leicht Beispiele finden, wie 
zu den Yorigen. 
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Etwas allgemeinere Formeln kann man noch erhalten, wenn man 
statt Yon den Gleichungen (1) und (2) von den folgenden 



/ 



^ ar + u^ 4a ^ 



/ 



/4a — na 



stn uu sinnu . n . fia — t*a - 

— f-7 — t— du =s -j- (e — e )e 



/ucos/iittsinmi . '*/'"' _i_ — '**n — "" 
«« + u'~ '^ — T ^^ + * '' * 





/ 



usinuucosnu . ^ , /*« — ^^v 

-crtis=— -^-(e — e ) e 



, «* + "• 



ausgeht, deren an die Bedingung (a <in geknüpfte Richtigkeit 
leicht dadurch zu erkennen ist, dass man die links vorkommen- 
den Produkte goniometrischer Funktionen in Summen öder Differenzen 
zerlegt. 



S. 19. 

Der Nery unserer im vorigen Paragraphen durchgeführten Betrach* 
tung liegt, wie man leicht bemerken wird, hauptsächlich darin, dass 
die in den Grundformeln (1) und (2), (14) und (15) vorkommende 
willkührliche Constante b verschiedene Werthe erhielt und darauf alle 
so entstandenen Gleichungen addirt wurden, entweder unmittelbar, 
oder nach vorgängiger Multiplikation mit beliebigen constanten Fak- 
toren, wie A^ £r, O* etc. Der gute Erfolg dieser Manipu- 
lation muss uns . auffordern, eine ähnliche Rechnung in Bezug 



124 Cap. n. 

auf die Constante a durchzul&hren , was in der That keine Schwierig- 
keiten macht. 

Schreiben wir z. B. in der Formel (6) des §• 6 ti für a, o» für x 
und multipliziren die so entstandene Gleichung 



n e 4" ^ 

"2" "wii — nu 
e — e , 






77 



^ Ol ^ W 



mit iinbudUf so erhellt auf der Stelle, dass sich jedes Glied der 
Reihe rechts zwischen den Gränzen u =5 und u = co integriren lässt, 
sobald man die Formel (2) des vorigen Paragraphen für 0=0,1,2, ... 
in Anspruch ninmit. Man findet nämlich 



e + e 

ia I 

e — e 



— dnbudu 

nu 



SS -^ U — co$ (0 e + cos 2(0 e — cos otae + . . . .1 

wobei sich die Reihe auf der rechten Seite nach der bekannten 
Formel 

m 

^ — r cot tt + t* cos iat — »^ cot So» + . » . 

1— r» 



= 4 



1 + 2rcosw + r* 






summiren lässt Man erhält so ohne Schwierigkeit: 
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wu w» ö b 

sin oudu 



e — e e + 2cos(o + e } 0) 

Zu einem ganz analogen Resultate gelangt man durch ähnliche 
Behandlung der für »>>w>> — n geltenden Gleichung 

n e — e 



2 nm _ntf 

e — e 



== sin ta fr-; — i — 2 dn 2(ü q, . ^ + Zun 3a» xi-^ — j — ..... 
1* + tt* 2' -|- tt* • 3* + tr 

welche mit Nr. (11) in §. 6 identisch ist. Multiplizirt man nämlich 
mit cosbudu, integrirt hierauf zwischen den Gränzen ti = 0, t£ = QO 
und bestimmt die Werthe der einzelnen Integrale rechts nach For- 
mel (1) des vorigen Paragraphen, indem man a = l, 2, 3, ... nimmt, 
so wird 




= -^ I«« ta e — nn 2ai + «n 3(ü c — ... .1 



und durch Summirung der Reihe rechts 



• 



e — e _ _ nnw 

cos oudu = 



nu — nu 6 — b \ y^v 

e — e « + ^costo + c [ \^J 



6^0, «>öi> — n . 

Als spezielle Fälle der Formeb (1) und (2) sind bemerkens- 
werth: 
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1) Für w = aus Nn (1) 







n» _«» T 46 —16' 

c — e e + e 



ferner für oi = tt, 

6 — « C — 6 



und wenn man hiervon die vorige Gleichung doppelt genommen sub- 
trahirt, so findet man noch 



r 

f ^nu — ^nu b — 6 

«7 £ + e e — e 





sin budu =i -r r , 6 > . (5) 



2) Nimmt man in der Formel (2) oy = -ä* so wird 







cos budu 1 r ^ A 

"i i — = "I r» o — U . 



(«) 



Der soeben ausgesprochene Gedanke lässt sich noch etwas weiter 
ausführen und liefert dann die Werthe der allgemeineren Integrale 



r 

€/ c — e 

9 



tiU «tf 

e + e sinbu 

du (7) 



und 




«IC — mu - 

e — e cosbu . 

1 du . (8) 



nu — nu 14* + ti' 

e — e *^ 
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I. Setzt man statt der Grösse 

wie wu 

e + e 

nu nu 

e — e 

die vorhin benutzte Reihe, so zerßlllt das in Rede stehende Inte- 
gral (7) iii: 

oc oe 

1 r sinbu du 2cos(o C u sin bti du 



oc 
2co$ 2ai r u sin bu du 



Jedes einzelne Integral auf der rechten Seite lässt sich leicht 
verwerthen, wenn man bemerkt, dass ihre allgemeine Form 



/ 



oc 

u sinbu du 



, («* + 0(|ti' + «') 



= -i i / I 1 , 1 a , a ? u sinbu du 



1 n , — f«* — «* 
n' — /tr 2 "^ '' 



ist, woraus man sogleich findet: 







«» 10« 

u + c sinbu 

i «?w (9) 









+ STTTt (e — « ) 
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wobei die Bedingung n ^ o» ^ — n zu berücksichtigen ist Zur yoU- 
ständigen Angabe des Integrales links würde nun noch die Summirung 
der rechts vorkommenden Reihe gehören, was aber nicht immer aus- 
führbar ist Mit Leichtigkeit lässt sich diese Summirung nur in einigen 
speziellen Fällen bewerkstelligen, welche daher näher betrachtet werden 
mögen. ' 

Für fisssl findet man zunächst 



tu mu 

e + c sin Im . 
-«— ; — i»« 

nlf — «K 1 -1- tt* 

e — e 




_6 b b 

= i(l— « ) — COS(Oy^ 



cos2(o . — * — 2* 

€0S^(0 , — * — 3* 
{e —e ) 



2.4 

+ 



"2 



^(1 — « ) — -^e cos(0 



— & /COS 2ai cos 3fti cos 4w \ 

+ * ^TTT" TTT + "3TF ~"v 

-(' Trr-' -2TT + * Tö-- )• <*•> 



Man übersieht auf der Stelle, dass es hier blos auf die Summirung 
einer Reihe von der Form 

r* cos 2(a r' cos 3w r* cos ito 

"T73 271 ^"376 •••' •'<^' 

ankommt, die sich leicht in folgender Weise ausführen lässt. Es ist 
bekanntlich : 
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^ /(l + 2r6wai + r') = --j^ ^ 1 g 

- . Tsinm rsinta r*«ii2ai r'«w3a> 

Arctan y—- = — = ^ -|- 5 .... 

l +rcos(o 1 2 ' 3 



wobei wir die links vorkommenden Funktionen zur Abkürzung mit 
9(r, w)y rpir^w) bezeichnen wollen. Man findet jetzt sehr leicht 

q> (r, w) cos w + '^{r^ w) sin w 

r r* cos w r* cos 2(a r* cos 3ai 
= T 2 "■ 3 4 

<p (r, 0)) cos (o — T// (r, w) sin (o 
r cos 2(0 r* cm 3ü) r* co« 4w 



"T* • • • • 



. • • • 



Multiplizirt man die erste Gleichung mit — , die zweite mit r 
und zieht jene von dieser ab, so wird 

- . . r'co«2iö , r'ci><3(tf r*coi4'ri 
=5 — l + irco«w g 1 2 g 1- . . . . 

r* CO» 2a» r* cm 3w , r* co» 4ai 



. . • • 



und hieraus ergiebt sich gleich 



I — \rcos(a — i( r) y(r,a>)co»ai — ^ (— +r)V' (*•,») iww 



r* CM 2(0 r* CO» 3ai , r* co» ira 

^ ~r:5 274^"*" 3.5 

SeUSmileh, Asalyt. Stadion. H. 
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Setzt man hier einmal rssl und dann r = e , so erhält man 
die Summen der unter Nr. (10) in Parenthese stehenden Reihen, und 
wenn man sich endlich an die Bedeutungen von q^(r,w), '^(Tjw) 
erinnert, so ergiebt sich: 

Qe 

mu — mu \ 

e + « sinbu , 

e — e 

o 

— ^ (6 CO» (a + (a8inw)e 

+ \(e — e ) cos w . 1(1 + 2 e cosof + e )| 

'T' i (^ ~r ^ ) nrno . Arctan 




6 
e + cos (0 



w ^ 0» ^ — n* 

Durch Spezialisirungen von ca oder Differenziation nach b lassen 
sich hieraus noch zahlreiche andere Formeln ableiten; da der Mecha- 
nismus dieses Verfahrens sehr leicht ist, so brauchen wir ihn nicht 
näher anzugeben. 

Hat fi in der Gleichung (0) einen gebrochenen Werth, so schreibe 
man sie in der Form 



e + e sinbu . 

du 







e 



1 / 1 ^ cos w fi cos 2(0 \ 

™ "" TT V2;i + V—fi* ~ W^* + -v 

1 -— * cos w —26 cos 2(0 

und summire die erste der Reihen rechts nach Formel (2) in §. 9, es 
wird dann: 
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e + g sinbu n cos fifa — /t* 

nu — nu ^* + tt* ** *^ 2ji sinjin * 



1 — * CO* Ol —2* cosito —8* coi3a> 

Hier ist der Fall f«==:^ bemerkenswerth, für welchen 



/ 



«M «IC 

+ e sin hu . — i* 



e — e • 



b ~2ä _36 



o- <)( -u 1 ie___coiHo e cos 2ai e cosZ(a \ 

"*■ ^ "•" t"T73 375 + 577 ' • • • > 

wird, was sich noch besser gestaltet, wenn man ^u filr ti, 26 und 2» 
lur 6 und o» setzt, wodurch die Gleichung folgende Gestalt an- 
nimmt: 



wu — «» 



r 

I i»* — i«* 1+tt' 

t/ £ — e 





e + e sin bu . n — * 

jdu ssz — -=r- e cos 



,—2* ^ —46 —6* X 

I 1 • A j^ eo<2w 6 cosAio , 6 coi 6a» ( ^.^v 

+ ^ + ^ i— 173 375— + —5:7 "> • <*^> 

Um die Reihe 

(r* CO« 2ai r* co« 4i» r* co* 6a» \ 

* + ^ XUZ 375~ + ^577 / 

zu summiren, verfahren wir hier ganz ähnlich wie Yorhin; behalten 
nämlich ^»(r, oi) und tp(r,(a) die bereits angegebenen Bedeutungen, so 
ist wie früher 

7»(r, w) cos m + \p(r^w)sinaf 
r r* cos ff r* cos 2a» r* cos 3a» 
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Nimmt man hierin r negativ, subtrahirt die so entstehende neue 
Gleichung von der vorstehenden, so folgt nach Division mit 2r 

2^ [q>(r, w) — ?>(— r, w)] costa + ^ [v/(r, «) — v(— ^ »)] «n w 

r*co«2a> r* coi 4tt» r* coj 6fti 
= 1 H 3 I g I 7 + .... 

und wenn man -^ — ai für oi schreibt 

s 

2;(y(^ y — «) — »(— r,-^ — cü))«wai 

r* CO« 2(tf . r* coi 4ai r* cos 610 . 
= 1 3 + 5 j + . . . . (13) 



Ferner ist wieder wie schon früher 

qp(r, w) Costa — xp (r, w) sin ta 
Tcos^m r*coi 3a> r^cos^fa 



Nimmt man hierin r negativ, subtrahirt die entstehende neue 

" r 

Gleichung von der alten und multiplizirt darauf mit -^^ so wird 



Y (y (^ w) — ?>(— ^ ft»)) CO« w — y [\p{r, w) — V( »*, «)j «in 

r* CO« 2fti r* co« 4a> _, r* co« 6ai 

— i + 3 I ^5 r 



oder wenn man » — a^ ftn die Stelle von ta setzt, 



(O 
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y[9>(*'.Y ""^^ — <P('-r,Y'-^)\^^ 



iO 



— Y [v («•» y — «) — V'C— ^ Y — «^)) cos (0 



r*co«2ci> r* cos 4a) r' cos 6fti 

i + — ö S + .... (14) 



Subtrahirt man endlich Nr. (14) von Kr. (13) , so erhält man 
i(— — r) [(]p(r,Y — w) — 9(— r, y — w)|«nai 

+ i (— + r) [y/(r, Y — co) — V' (— »", Y "" ^^] ^^* ** 



1 j. o {^^^^^^ r*cosi(a r' cos 6(o \ 

= y+ ^ \— 173 375~" + "TT? • • j 

womit die fragliche Reihe summirt ist. Man kann dabei noch be- 
merken, dass, Termöge der bekannten Formeln 

a + ß 

4Tctana + Arctanß = Arctan-z 

1 — aß 



die eingeklammerten Funktionendifferen2en folgende Formen annehmen 



, n . . n . . ^ 2cos(a 



r 

r 
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Setzt man endlich r=se , so giebt die Gleichung (12) 



«tf mu 

e + « Hfibu ^ 

{nu — Jjin* 1 + ti* 
e — « 




b 



-Ä-c co*a> 



6 -6 i 

+ !(«— e )«n«./(^-j — = -^J p*^^ 

e — 2 5tn Ol + 

I f Y * I — *\ A * 2 CO* Ol 

+ t { ^ + ^ y CO* öl . treten 



c — e 



"2-= Ol ^ ^ « 

woraus sich wieder durch Spezialisirungen von w oder Differenziation 
nach 6 verschiedene andere Formeln ableiten liessen. 

II. Ein ganz ähnliches Verrahren ist auf das unter Nr. (8) ver- 
zeichnete Integral anwendbar; indem man, wie schon früher, die ge- 
brochene Funktion 

e — e 



e — e 



in eine Reihe verwandelt, was für n^-o/^ — n erlaubt ist, reduzirt 
sich dasselbe auf 

2 , I cos fniflu ^ e% . c% f ^* *** ^" 

, 2 ^ . ^ f cosbudu 
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wobei man jedes einzelne Glied leicht integriren kann. Es ist nämlich 



P cos bu du 



(n» + tt*)(|u» + tt*) 



1 i / \ «_i_ a 1 , « 1 COS bu du 



2 n*— ^t* ^ 



1 ^fib 1 —HA, 

— c 



e ) 

n ^ 



und mithin unter Berücksichtigung der vorhergehenden Sehlüsse 



9t 

mu a»tf 

— e cosbu _ 



e — e 





<tn öl / 1 — ^A** - — *\ 2 «n 2a> / 1 — /i* ^ — ^h^ 



und hier gluckt es ebenfalls in den Fällen f< = 1 und fi = ^ die 
Reihen rechts zu summiren. Zu den Resultaten , welche man auf diese 
Weise findet, kann man übrigens auch noch auf anderem Wege ge- 
langen, indem man von den unter Nr. I entwickelten Formeln ausgeht 
Sei nämlich 



e + e sin bu 
-— — - du =s F(b. w) 

e — e ^ 



80 erhält man durch zwei Differenziationen, von denen die eine sich 
auf b und die andere auf a> bezieht, 



e — e t? cosbu ar F(b, w) 

nu __nji u* + II* "^ db da 

€ — e 





d 



I 
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oder wegen 

.» — * -TT 



fA*+U*~ fl^ + U* 

durch Integration der einzelnen Theile 







COS bu du 




nu nu ^ f nu nu u^ ^ tif 

e — e t/6 — e 



fPF(b,w) ^ 

db dw 

Bestimmt man den Werth des ersten Integrales nach Formel (2), 
so wird jetzt nach Division mit fi^ 




wobei n^w^ — n sein muss. In den Fällen ^ = 1 , m = i '^^^^ 
sich nun nach dem Früheren die Form Ton F(6, w) angeben und 
also auch die DifTerenziation nach b und w ausfuhren. Man findet 
durch diese mehr langweilige als beschwerliche Rechnung für /u = 1 



f 

I nu _n« 1 + tl 

%/ e — e 





kiU — mu 

e — e cosbu , 

l du 



\ 



-_6 

\ (b sin Ol — (0 cos w) e 

h ^b _* «_2^ \ (16) 

+ i (« + « ) «n cö . /(l + 2 e cosw-^e ) 

— i (^ — ^ ) Costa . ArCtan —= 

e -^ cosm 









mu 

e 




e 


.mu 


COS bu 


du 


= 


1 


b 
e 


• 

sinta 
+ 2cos(a+ e 




nu 

e 




e 


.nu 


-b 

1 


















1 


rf» F(6, w) 
dbdoi 





■ - 1. ^m 
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und für fi » 


»t 






l e — e 


1 + ir 




1 {nn — ■„« 
t/ e — e 











\ 



i[e +e ) cosio. /(-y-I^ ^ :n__^ ^ pyj 

e — 2 */m w + 6 



*x . , 2 roj 



+ i (« — e \ sin w . Areian 



M 



b _6 

e — e 






Bemerkenswerth sind hier die Spezialisirangen 6 = 0, « = — 
in (16) und »=:— in Nr. (17); man erhält durch sie 








e + e 





!/»« 1 ) ,//2+l 



e 



^ -i^" 1 + w* 2 /2 



(^)i 



S. 20. 

Kehren wir von dem reichen Detail analytischer Kntwickchingen, 
welches die einfachsten Deispiele r\\ den Theoremen Fourier*» dar- 
boten, wieder zu dem lolzleren zni*urk, nnd fassen nur die allgemeine 

9» 
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Form desselben ins Auge, so finden wir das EigenihQniliche jener 
Sitze hauptsächlich darin, dass das Resultat zweier aufdnander fol- 
genden and eine willkührliche Funktion enthaltenden Integrationen in 
einer sehr einfachen Weise mit eben jener beliebigen Funktion zu- 
sammenhingt, wodurch man in den Stand gesetzt wird, den Gesammt- 
effekt jener Integrationen gleich im Voraus angeben zu können. Die 
analytischen Yortheile, welche sich an eine derartige Gleichung knApfen, 
müssen uns nun, wenn wir die Sprache der Analysis recht verstehen, 
eine AufTorderung zur weiteren Untersuchung derartiger Beziehungen 
sein, und in der That ist auch das Theorem Fourier's nicht das 
einzige Beispiel, in welchem sich mehrfache Integrationen gegenseitig 
so weit, wenigstens theilweis, aufbeben, dass man ihr Endresultat leicht 
a priori hinsteilen kann. Von besonderem Interesse sind uns in dieser 
Rücksicht noch zwei Theoreme, von denen das eine gewissermassen 
ein Analogen zum Fouri er 'sehen Satze bildet, und das andere sich 
durch seine algebraische Form auszeichnet Auf das erste, mit wel- 
chem wir uns zunächst beschäftigen, kommt man durch den sehr nahe- 
liegenden Versuch, die Werthe der Integrale 



J90t:tntlH f F{d)$mu^d9^ \l) 



und 



siiijcuflu I Fi.9) ofs u9 fl& (2) 



welche den in §. 10 unter I und II betrachteten ganz analog gebildet 
sind, zu bestimmen. Es würde durchaus keine Schwierigkeiten machen, 
diesen Gedanken ganz in derselben Weise auszuführen, wie es in 
§. 10 mit dan ^Iprtigen Formeln geschah; man brauchte zu diesem 
Zwecke die vorstehenden Integrale nur als die Gränzwerthe zu be- 
trachten, welchen sich für unendlich wachsende A- die folgenden 
beiden : 



/ 



Die Fourier*»cbeD Integrale. 139 

iß 

cosxuilu 1 Fi*"^) shi u9 dS^ 



.* rß 



f iiu a^udu j F(&) cos u9 d» 



Dähero und in diesen die Ordnung der Integrationen umxukehren, 
worauf man zur Anwendung der Theoreme des §. 3 Gelegenheit finden 
würde; es giebt aber noch einen einfacheren Weg, der darin besteht, 
dass man die Funktionen lut«^ und cotnd' durch bestimmte Integrale 
ausdrückt, was mit Hülfe der Formeln (5) und (6) in §. 15 geschehen 
kann, wenn man statt a, or, ti darin ^, ic, I, also 

2& f CO$Ht ,, 



coi 



2 f tsinui .^ ,., 



setzt, wo 9 und ti constant in Bezug auf die Integration nach i sind. 
Durch Substitution von (3) in (1) geht das fragliche Doppelintegral 
über in das dreifache 

J co$xudii f n^) d»^ J ^:^dt 

welches sich durch Yertauschung der Integrationen nach i und ^ fol- 
gendermassen gestaltet: 



2 r* f f^&F(S) 

— / co$a:udu 1 costddi J , J^ -^ d& . 



(5) 



t 



Setzen wir zur Abkürzung 



ri^>-,=m 
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so ist naeli dem Fourier 'sehen Theoreine das Integral in (5) 



oc _oc 



= ~ / cos OTM du I cot ut di f{t) == f{jc) 

Mglich wenn wir den Wertb von f{x) analog dem von f{i) hin- 
schreiben und das Endresultat mit der ursprünglichen Form (1) in eine^ 
Gleichung setzen 

rtrzpi^^ — I cosa:udu fFi;^) sinu^d^ . (6) 

Substituiren wir ebenso die Gleichung (4) in (2), so geht das 
letztere Doppelintegral ober in 

- f ünxudu f Fi&)d&l I i'^idt 
-\ Ja n J^ ^ —t 

9 /* /^ pß ^ F(&) 

«SS — — / sinantdu / tmut dt 1 - ^^ i d^ 



wo wir zur Abkürzung 



fm-^-rm 



setzen wollen. Es ist dann 



— — / 9171 XU du I sin ut dt f{l) 







= -/.^"'» 
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und folgliclj mit Beziehung auf die ursprünglicbe Form 

— f ^/^^ d& = f sinxudu j F(») cos u& d& . (6*) 



tt a 



Schreibt man endHch in den Gleichungen (6) und (6^) f und t 
für F und ^ , so wird 

_ f J^C^dt ^ I coswudu I f(i)sinutdt (7) 

f ^^^ rf« == y sin XH du f f(t) cos ut dt (8) 

und die&s sind die beiden Formeln, welche einige Analogie zu den 
Fouri er 'sehen Theoremen besitzen. 

Zieht man die obere Gleichung von der unteren ab, so ergiebt 
sidi noch 

f -^^dt =s I du f f{i)nnu(x — i)di (9) 

und diese Formel kann in Verbindung mit dem Fourier* sehen zur 
Yerwerüiung des doppelten Integrales 



e du l e f(i)dt 



worin tsssV^ — 1 ist, benutzt werden. Der vorstehende Ausdruck ist 
nämlich 



du I e f{t)dt 



I du reosu{x — t)f{f)dt 

+ i J du r sinuiX'-t) f{i) dt 
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und wenn man im ersten Integrale cosu(a: — t) zerlegt und dabei 
den Fouri er' sehen Satz anwendet, so findet sich unter Berück- 
sichtigung der Gleichung (9) 

I e du I e f{t)dt 

wobei aber ß^x^a sein muss, weil sonst der reelle Bestandtheil 
sich annullirt, wie schon früher gezeigt wurde. 

Eines der einfachsten Beispiele für die unter (7) und (8) aus- 

— «* 
gesprochenen Theoreme bildet die Annahme f{x) = e , es wird 

dann für a:=&, « = 0, /y = QO, 



.* 



f tat — «' f ucosbu. .... 

r* bdi ^ai f asinbu , ,^. 



Die Integrale auf der linken Seite gehören unter die Zahl der- 
jenigen, welche sicli mit Hülfe des Integrallogarithmus verwerthen 
lassen; setzen wir nämlich in der Definition dieser Transscen- 
deuten : 



n 



li(p) 



|, = e"*, x = e^(*-"'>, so wird d, = - 6"(*"'^a A, h = H{b^t) 
und an die Stelle der Gränzen x=sp, i = treten in Bezug auf 
die neuen ^ = 0, < = (». 

Hierdurch ergiebt sich: 
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ab f dt —9t ^5 



oder durch VerCauschung der Gr&nzen 



f dt — «' -•*f./«*\ /i-iv 



— 00 a(^-hO 

Substiliiirt man dagegen p = e und x=se , so findet 



man ebenso leicht 






oder 



M^* =-e /i(e ). (14) 



Die halbe Differenz und die halbe Summe der Gleichungen (13) 
und (14) geben: 

I bdt —— , r— •* ../ «»X •*!•/— "*\1 /i-^ 



^j_-pe z= ^[« *(e ) + « Ä(e )J (16) 







und die Gleichungen (12) und (11) gehen jetzt in die folgenden über 



/a sin bu , • f— ** v/J'K "^ »-/"""^vl 



(17) 



' 

welche die Analoga zu den Formeln (1) und (2) des §.14 bilden. 
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Es giebt übrigens noch eine zweite Methode um die Gleichungen 
(17) und (18) aus den beiden vorhergehenden abzuleiten, und die, 
wenn auch auf einem sehr gewöhnlichen Kunstgriffe -beruhend, doch 
dadurch bemerkenswerth ist, dass man sie zur Entdeckung ähnlicher 
Resultate benutzen kann. 

Verlauscht man nämlich in der Gleichung (15) a und ö gegen- 
einander, wodurch sidi der Werlh des Integrales nicht ändert, und 
bemerkt, dass 

— bt 2 f^usinbn , 

e = — I 15— r— s «tt 



z / Hsinbu 



ist, so wird 



r adt -»» 2 /* adt f udabu , 

«0 

und durch Umkehrung der Fntegrationsordnung 

= -?./«« sin bu du 1 ~^^--JL__ . 

• 



Der Werth des nach t genommenen Integrales ist aber 



2« «* + u* 

milhin giobt das fragliche Integral in seiner ersten und letzten 
Form 



oc «c 

/adt — bi f asinbu , 

"i 7i « =1 -Y—. — i du 



(1) 



was mit den Gleichungen (13) und (17) des ?origon Paragraphen 
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übereinstimmt. Beiderseitige DifTerenziation nach b bringt noch die 
Gleichung 

tdt I ucosbu _ .^^ 

* 

zum Vorschein, die mit den Formeln (lö) und (18) identisch ist. 
Weiter darf man aber mit der Diflerenziation nach b nicht gehen, 
weil sonst die Integrale auf der rechten Seite unbestimmt werden. 

Nimmt man dagegen in dem Integrale 



ra dt -ht 



die Substitution 



e 






vor, so verwandelt sich dasselbe der Reihe nach in 



AC 



O 



2 r atdt f cotbu ^ 

TJ a' — t* J t* + u* 

2 /^ r* t dl 

• 

I» 

wobei der Werth des nach i genommenen Integrales 

^U' a* + fi» 



ist; man erhält auf diese Weise 

f adt —bi 2 iacosbu./a\j 

SchlSailcli, Analft. Stadien. II. 10 



(3) 
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und durch Differenziation nach b 



/tat —H 2 f^unnbu ./as , ... 

Diese Formeln sind nicht weniger bemerkenswertb als die ihnen 
analogen in (1) und (2), weil man hier, wie dort, den Werth der 
jedesmaligen linken Seite mit Hülfe des Integrallogaritbmus angeben 
kann. 



Eine ganz ähnliche Reduktion lässt sich auf das Integral 



r a dt -bi 



anwenden und fuhrt zu ebenfalls interessanten Formeln. Vermöge 
der schon im Anfange dieses Paragraphen benutzten Substitution ist 
nämlich dasselbe 

2 r adt r utinbu j 

~T J a*+«» J «» + n» 

wobei der Werth des nach t genommenen Integrales 

_ n 1 /J__ J_\ n_^ 1 

2 w* — a* ^a u* 2ati a+ ti 

ist; stellt man daher die erste und letzte Form des Integrales in eine 
Gleichung, so lautet dieselbe 



radt — *^ f sinbu , 



(5) 



Eine DifTerenziaüon nach 6 darf hier nicht ausgelührt werden, 
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weil man dadurch auf das, lieinen angebbaren Werlb habende, In- 
tegral 

/ucostm , I . , r ocosbu , 
— - — du = I cosbudu — / ; — du 
a + u J J a + u 

• • 

/ 
kommen würde. 

Ferner ist vermöge der zweiten für e getroffenen Substitution 

r* adt -bi _ 2 f atM f cotbu 

• 

oe oc 

n J ./ (a* + <*) (i<» + <*) 



oder 



f 4^,^'' = _ 1 r^^x±)du 

J a* + t^ n J a* — u* ^u^ 



(6) 



und durch Differenziation nach b 



/tdt — */ 2 f^usinbu.fax , 



(7) 



Man übersieht nun auf der Stelle, dass die Werlhe aller in den 
Gleichungen (5), (6) und (7) vorkommenden Integrale leicht anzugeben 
wären, wenn man den Werth von irgend einem derselben entwickeln 
könnte; diess auszufuhren unterliegt aber durchaus keinen Schwierig- 
keiten, da das auf der rechten Seite von (5) vorkommende Integral 
so einfach ist , dass es sich leicht auf seine letzten Bestandtheiie redu- 
ziren lässt« Diese letzten Bestandtheiie sind zwei eigenthümliche Trans- 
scendenlen, .zu welchen man auf folgende Weise gelangt Nach einer 
sehr bekannten Formel ist 

/i(0 = 6'+ 4/(tr*) + ly + {^ + ...• 
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•* 

worin C die von Mascherooi und Soldner zu 0,5772156 ••• 

bestimmte Constante bedeutet. Führen ' wir jetzt eine neue Trans- 
scendente Ei{w) der Art ein, dass 

EHw)= C + \liw*) + ly + i^ + .... (8) 



ist, so erhellt auf der Stelle, dass für alle reellen w diese Trans- 

scendente mit &'(0 zusammenfällt, für imaginäre to dagegen davon 

verschieden ist. Schreibt man z. B. wy/^ — 1 für to, so wird ^l{u>^) 
imaginär, während \l(}v*) reell bleibt und 

^ " \J 1 »1.2.3 + »1.2. .5 ••] 



herauskommt. Setzen wir nun 



w* . . w* 



Ci(u>) = C + \l(u>*) - 4 172 + l i,2.3.4 ~ •• • <^^ 



to . to' « - to* 



*» = *T - ^rrrä + m:2t:5 - ••• <*•> 

so besteht zwischen unseren drei Transscendenten £t(to), O'(to) und 
Si(w) die Relation 

£t(to/^) = 67 (to) + /=n St(to) (11) 

welche der bekannten Gleichung ^ 



= cos 10 + ^ — 1 sin 



e = cos 10 «4- V — 1 «w fo 



völlig analog ist und es rechtfertigen mag, wenn wir Ei{iD) die 
Integralexponentielle, Cl(w) den Integralcosinus und Si(w) 
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den Integral sinus von w nennen. Auf die letzten beiden Funktionen 
lässt sich nun das Integral 



/ 



ftnyor 
l + x 





dx 



welches von dem in Nr. (5) vorkommenden nur wenig differirt, mittelst 
folgender Schlüsse reduziren. 



Man setze zunächst 






so entsprechen den Werthen a: = 0, x==:x> die neuen Gräozen 
zsssy^ z = x und man erhält 



J l+a: J^ X 



f sinz , f cosz . .,^1 
=: cosy I dz — itny I dz. (12) 



Man hat nun weiter 



J, X J, X J^ X 

"~ 2 U 1 »1.2.3 + »1.2..6 '") 

= 4 - Si(r); (13) 



ferner: 



r^j^dz^ r^^dz- f 

y • n 



^COS Z - 

az 

z 








cos z , 
«rz 
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oder durch Zerlegung des Intervalles bis y ia bis 1 und 1 bis / 
im zweilen Integrale 



uz — ff «z - 







_ f'dz 


^Jr 


— coiz 

z 



dz. 



Die Differenz der ersten beiden Integrale ist nun offenbar eine 
blose Zahl, die wir — K nennen wollen, der Werth des dritten 
Integrales ist ^1(y^) und der des vierten ergiebl sich durch Reihen- 
verwandlung, so dass 

J^^Jilj. = - (ä + */(,«) _ i^jf^ + i j2L _ ...). (14) 



Die bisher noch unbestimmt gebliebene Constante K bestimmt 
sich sehr leicht dadurch, dass man in ihrer Definition 



1 oc 

/i r 1 
dz I coszdz — 



I r — »' 

statt — das Integral J e dt substituirt; es wird dann 



* f 



= I dz I e dt — I coiz dz I e 

o o 9 ^ 



dt 



und durch Umkehrung der Integrationsfolge 



K =s I dt I r''' dz — I dt J c" coszdz 

• * • 



— * oc 



^ f Uil=^ - j<it^. 
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wofür man auch schreiben kann 

"^ / iT ~ «(1+7) ~ T+n 



dt 



indem sich das erste Integral aus der ersten Parenthese gegen das 
zweite Integral der zweiten hebt Der Werth der ersten Zeile ist 
aber der Theorie der Gammafunktionen zufolge = C= 0.5772166. ., 
die andere Zeile kann in der Form 



J. U+t 1 + e] 



dt 



dargestellt werden, woraus sich ihr Werth sO findet. Diess zu- 
sammen beweist» dass K=s C, also vermöge der Gleichung (14) bei 
reellen y 

J^^ & = - Ci(y) (16) 

ist Substituiren wir jetzt die unter (13) und (15) gefundenen Resul- 
tate in die Gleichung (12), so ergiebt sich 



oder wenn man y = a6, ar = — setzt 

' a 

» 

/ Min hu. 
— j- — du = 0(a6) dn ab — Si{ak) com ab 

\ (16) 
+ -ercoiab. 
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Hieran knöpfen sich unmittelbar noch einige interessante Conse- 
quenzen. Berücksichtigt man nämlich, dass 

/a sin öu . fsinfm. i^usinbu , ' 
-, , du = I — j— du + I -g 5 du 
ar — u* J n+ u J ar — «' 

9 f 

ist« wie man leicht durch Transposition des zweiten Integrales rechts 
findet und bestimmt die Werthc beider Integrale rechts, so wird 

-^ -|rftt = Ci(ab)iinab — Si(ab)co$ab . (17) 

Eine DifTerenziation nach b unter der Bemerkung ausgeführt, dass 

d G(tD) coiw dSi(w) sinto 
dw 10 ' • du> w 

ist, giebt jetzt noch 

J *^J^_^ da = G(ab)co»ab + St(a6)nna6. (18) 



YennSge der Gleichung (5) ist nun audi 



f Jl*^ e *' = a(ab)nnab — Si{ab)eotab 



(19) 



+ -5- COM ab 



und durch DifTerenziation nach b 



— J -^*.r*' =s a(ab)c&$ab + Si(ab)tinab 



(20) 






womit zugleich die Werthe der in (6) und (7) vorkommenden Inte^ale 
gefunden sind. 
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Gruppiren wir jetzt zur leichteren Uebersicht diejenigen Formeln, 
welche aus den Schematen 



["f^^du und f^^L^du 
J a' + tt* J er — ir 



entspringen , wenn man für <p (ti) der Reihe nach , cos Im ^ sinbu, e 
setzt, so erhalten wir die folgenden sechs: 



r acoibu - n — «* 

/ a. t du ^=^ -^ e 
/ a' + w' 2 





I ^ , c ss= Ci{ab)nnab — Si{ab)cotab 

f U ^^ IM, 







+ -^ COS ab 



f 



acosbu , n . , 

srfti = -^ sin ab 

a* — ir 2 





/ -^^i ZÄ^ ^^ Ci(ab)sinab — Si(ab)cosab 



ar — u 









Durch Differenziation nach b ergeben sich hieraus noch die fol- 
genden : 

10* 



154 Cap. II. 

l umbu ^ n — «* 



fj^du = - 4(ß(«ft)e-^ + »(-«*).•*) 



/* ' 7 Am ' 



* » * 



+ -^ tt'n 06 



/^unnbu , » * 







Endlich kann man vemiöge der Gleichungen (3) und (4) noch 
hinzustellen : 



ebenso wegen (6) und (7): 
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»• 



j-eosab 



/ ?^'(v) ''" = f (a(«6)«waft + Si(flb)rinab] 



— -jrtinab. 



$. 22. 

Wir kommen nun unserem Versprechen der Entwickelung eines 
neuen Doppettntegrales für eine beliebige Funktion nadi. Man ^gelangt 
zu dem fraglichen Theoreme leidit durch folgende Bemerkungen. 
Multiplizirl man die Gleichung 



/ 



coifUdt n 

SS ;r~ gmnu 







mit dem Faktor 

w?du 



und integrirt darauf nach u zwischen den Gränzen umsO, «s:«, 
so wird 

und man kommt also durch gewisse doppelte Integration des Cosinus 
wieder auf einen Cosinus zurück« Dieses Theorem lässt sich leicht 
verallgemeinem, wenn man voraussetzt, dass eine Funktion f{x) be- 
kannt sei, die sich fär alle x von ^rssO bis j?ssod in eine Reihe 
von der Form 

f{x) a Acoix + Bcoiix + CcoiZx + ..., (2) 



I 
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verwandeln läftst; es ist nämlich unter dieser Voraussetzung 






Acost + Bcoi2t + CcoiSt + ... . 
.• «• 



a=r ^-q-f (Acosa + Bcos^a + CcoiZa + ....1 

wie man leidit durch Integration der einzelnen Glieder nach Nr. (I) 
für n=sl, 2^ 3, . •• findet ^ und diese Gleichung reduzirt sich ver* 
möge der Bedeutung von f(x) auf 



Die Voraussetzung, dass die Gleichung (2) für alle x gelten 
solle, ist aber eine sehr beschränkende, denn wir wissen aus den. 
Untersuchungen des Cap. I, dass Gleichungen von jener Form gewöhn- 
lich nur für das Interyall x = bis xsesn Bestand haben, und es 
bleibt daher noch die Frage zu erledigen, ob das bemerkenswerthe 
Resultat, was sich in der Formel (3) ausspricht, nicht Yielleicht allge- 
meinere Geltung hat und von dem Bestehen der Gleichung (2), die 
uns hier nur zum weiteren Fortkommen diente, ganz unabhängig ist« 
Diess entscheidet sich sehr leicht auf folgende Weise. 

Jede Funktion f(x) lässt sich, so lange sie endlich und stetig 
bleibt, unter der Form 

f(x) = / cosx wdoffp (w) (4) 

darstellen, denn zufolge des Fourier 'sehen Theoreme» genügt es 



2 /^ 

(p (w) = — I f(t) cos tat dz 



zu nehmen, um sogleich die Richtigkeit jener Behauptung gerechtfertigt 
zu sehen. Substituiren wir demnach: 
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f{i) SS f coiUadtaifiüi) 

*^9 



in das Doppelintegral 






so geht dasselbe in das dreifache 



• • 

über. Hier versparen wir die Integration nacli ai bis zuletzt, ohne die 
Aufeinanderfolge der Integralionen in Bezug auf t und u zu stören, 
und schreiben also 

/QC OC 

'K'-^^'^J ;?zi^J v^iF- 



Aus Nr. (1) ci^iebt sich nun für nsw, dass der Werth des 
nach t und u genommenen Doppelintegrales s=s^-^) com am ist, und 
demnach wird 



S =s I (p(w) dw (-3-) coam 



d« i. nach Nr. (4) für :rasa, 



«==(t)V(«). 



Vergleichen wir die erste und letzte Form von S und schreiben 
X ffir a, wobei die willkührliche Grösse x als Constante lur die beiden 
nach u und t zu verrichtenden Integrationen figurirt, so ist jetzt ganz 
allgemein : 
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• 

und f(t) hier nur der einen Bedingung der Stetigkeit und Endlichkeit 
Ton tsssO bis t=scD unterworfen. 

Es verdient noch besonders hervorgehoben zu werden, dass man 
in dem doppelten Integrale nach I und u die Reihenfolge der Inte- 
grationen nicht schlechthin umkehren darf, weil die Funktion von I 
und «, auf welche sich beide Integrationen beziehen, nämlich 



(„»_ar*) («« — <«) 



V 

innerhalb der IntegrationsintervaUe fssO, essco und tissO, i«s=Qp 
eine Unterbrechung der Continuität erleidet, und zwar für 1==^;» =s5;i;, 
wobei sie zugleich unendlich wird. Die Umkehrung ist nur erlaubt, 
wenn man zu Dem, wa& dabd herauskommt, nämlich 






tf du ^ 



, („»-^r») («»-««) 



noch denjenigen singulären Werth des Integrales hinzufügt, wel- 
cher der Stelle t=zu=sx entspricht, und dieser Werth ist eben 

(y)V(^). 



Nimmt man beispielsweis 



A*) = r^ 



in dem Theoreme (6), so wird 






folglich : 
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(tt» — ar«) (1 — «•) "" ^2"/ 1 + x 

wie man auch auf anderem Wege finden kann. 

Hie Formel (6) ist noch dadurdi einer Erweiterung fähig, dass 
man beiderseits in Bezug auf a^ als unabhängige Variable differenziren 
kann. Setzen wir nämlich für den Augenblick ar'=sz, so ergiebt sich 
durch it malige Differenziation der Gleichung 

J iir=r^ J ;^—? = ("2 ) n^^) 



leicht die folgende 



I' 



(«+l)«(«-l)(«-2) /"~^(V^) ^ 

"^ 2.4 (/r)« -J 

und wenn man I3r * wieder seinen Werth x* einführt, 

ti*rfii I f(t) d t 

^t) ^;-) , . »»(«-1) /"~'^x) } (7) 

(«+!) «(«-!) (n-2) /"^ (j;) ^ 

^ 274 i* ••] 
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worin ff zur Abkürzung iur 1 . 2 . . ti dient Eines der einfachsten 

Beispiele hierzu bildet die Annahme f(x) = e , wobei man den 
Werth des nach t genommenen Integrales leicht dadurch findet, dass 
man erst t=suT setzt und dann die Formel 



/ 



dr —«» , r— « ... u. m .. .— « 



. !-»• 



= i[e ß(0 - e'^Uie )] 



in Anwendung bringt. 



$•23. 

Der letzte endlich und vielleicht grossartigste Gebrauch, den man 
Ton den Fourier'schen Formeln in der Gestalt, wie wir sie in den 
Sätzen (9) und (13) des 10. Paragraphen ausgesprochen haben, 
machen kann, besteht darin, dass man mit ihrer Hülfe eine Reihe 
vielfacher Integrale von sehr allgemeiner Form auf einfache oder 
höchstens doppelte Integrale zu reduziren im Stande ist. Nach den 
in §. 10 entwickelten Lehren bildet nämlich das Integral 



— / coioudu I f(t)cosut(It 



eine unstetige Funktion der Grösse er, da der Werth desselben f{p) 
oder Null ist, je nachdem a innerhalb oder ausserhalb des Intervalles 
X bis x liegt, so dass also 



/ coioudu I ^ 



cos au du I f(t)coiuidt 



nf(0) 

s= 1 ist für X > a > X 
und = I für a > « oder ej < X . 

Es kann daher das vorstehende Integral als allgemeinen Diskonti- 
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nuitatsfaktor dienen, und wenn wir schon im ersten Theile die Vor- 
theile kennen gelernt haben, wddie der einfachste aller derartigen 
Faktoren 



/ 



nntc , 

coiaudu 
u 





der sich für /'(o)ss], l=ssO, x=sl aus dem Vorigen ergiebt, l&r 
die Reduktion vielfacher Integrale darbot, so dürfen wir hoffen, dass 
hier die Ausbeute noch viel reicher ausfallen werde. In der That 
scheint auch die Dirichlet'sche Integrationsmethode in Verbindung 
mit dem Fouri er' sehen Theoreme der mächtigste Hebel ftir die 
Bewältigung der Schwierigkeiten zu sein, welche der Reduktion viel- 
facher Integrale von allgemeinen Formen bisher entgegenstanden. Die 
Leichtigkeit und Eleganz, mit welcher dieses Verfahren zum Ziele fuhrt, 
wird man aus den folgenden Beispielen ersehen. 

Wir betrachten zunächst das vielfache Integral 



y ..c F(x + y + ..) dxdy ... (1) 



in welchem a, ß^ y^ ... positive Constanten bedeuten, von denen, 
im Falle sie imaginär sind, wenigstens der reelle Bestandtheil als positiv 
vorausgesetzt wird, und sich die Integrationen auf alle diejenigen 
lediglich positiven ;v,y, z, ... beziehen, welche der Bedingung 

Genüge leisten. Bezeichnen wir zunächst ^ + y+ ••• ^^ur Abkürzung 
mit 1 , so können wir ^tatt der in (1) vorkommenden Funktion F(s) 
das Integral 

— I coiiudu I F{t)coiutdt 

^ •'. Jx 



substituiren , wofür wir passender: 

ScUiMileli. AMljrt. Stv«lie«. II. II 
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nehmen wollen, da eine Zerlegung des letzteren in zwei andere Ton 
«s=s — OD bis tcssO und »ssO bis ti=s<ao leicht die Identität desselben 
mit dem Torhergehenden erkennen Usst. Es ist jetzt 

und hier können wir die Integrationen tob xsasO im ^tsssod, yssO 
bis y =s <3o u. s. f. ausdehnen , weil der fftr F($) snbstilnirle Faktor 
sich annullirt, wenn nicht «>>s>'X ist, also ganz von selbst die 
Elemente des Tielfachen Integrales aussondert, welche jener, ien Inte- 
grationen auferlegten Bedingung nicht genügen« Kehren wir zugleich 
die Integrationsordnimg so um, dass wir zuerst nach ^, y, i, ... 
und erst am Ende nach u und t integriren, so wird 

S = — rF{t)di jeoitudu 

J I J *• ^ 3f . . « e dxdy .. 



Setzt man fikr a seinen Werth, so zerfällt die Integration nach 
;r, y, 2, .. in das Mose Produkt der Integrale 



von denen jedes einzelne nach der Formel: 



% 
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^-1 — (*+«0' , r(^) 

X e aar sss ^' 



(Ä + i«f 



bestimmt werden kann. Es wird jetz^ 



s = £(ö£('" 



^ fF(t)di f ^^^^ ^ (2) 



— « 
und hiermit ist das vielfache Integral (1) auf ein doppeltes reduzirt 

Es knfipft sich hieran noch eine bemerkenswerthe Conseqoenz. 
Schreibt man nämlich in der so eben entwickelten Gleichung 



.. X 5 .»6 ' F{i)dxdy.. 




no r(m 



J X 4^ («+«0 o^+iri)"'.. 



UM, ßm, .. ßSat a, ß, .. und setzt usamv, so wird 




.. X fß .. e F{$)dxdy ^. 

Diese Gleichung multipliziren wir mit 

w e dm 

und integrireo darauf nach « swisdien den Granzen « ss und 
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w SS OD ; da auf der linken Seite m nur in der Exponentialgrösse yor- 
kommt, 80 erhalten wir dort ausser den Integrationen nach ^9 y, etc. 
noch das Integral 



m e am 




_ r(/+m + ...) . 

(^ + «^ + /yy + ...) 



Auf die rechte Seite dagegen kommt in Bezug auf m noch das 
Integral 



e coivtwdfa = •;r; 




^* + (vtf 



zu stehen, so dass jetzt die Gleichung 



r(l+m + 



(3) 



_ rjt) r(m) 

n 



PPP 1-1 «•-I 

zum Vorschein kommt Schreibt man das Doppelintegral rechts, ab- 
gesehen von seinem Ck>effizienten, in der Form 

* A')* fjw^ r^ - 



so erkennt man sogleich, dass sich hier die Integration in Bezug 
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auf V ausführen Usst, wenn man die Fonnel (7) des §. 17 ffir 
A = , A = -T* '^ Anwendung bringt Das Integral gebt nämlicb in 



"^7—^" 




»\ /- - * 



(«+f) (fi+V ' 



über. Scbafit man die Brüche im Nenner weg, so folgt jeut aus 
Nr. (3) für « >a; + y + .. > X 

(» + ox + ßy + ..) 




F(t)dt 



r(i) r{m) .. r t^ 



i*) 



ßt) • • • • 



Diese bemerkenswerthe Formel entbält unter Anderem das in §.19 
entwickelte Theorem von Liouville, in so fern es lur X=sO, »ssl 
und ^ = 1, a = /? .. =0, oder *='o = /?..Äsi und F(0=: 

(l + O " dasselbe zum Vorschein bringt 

Es lässt sich aus der obigen Gleichung noch eine zweite ableiten, 
in welcher eine ganz beliebige Potenz der Grösse ^ + «^ + /^^r + • • 
vorkommt Setzen wir nämlich ^ + ^ an die Stelle von 9 und zur 
Abkürzung 

^ + a« + /Jy + . . . = a 

/+m + ft+... =A 

^ „ I 

multipliziren darauf beiderseits mit r dr und integriren nach t 

zwischen den Gränzen r = , r ss od , so kommt auf die linke Seite, 
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ausser den lategratioDeQ nach :r, jf» •••, noch die folgende in 
•teben : 

T dt 

(•+0* 



die sieb leicht ausfahren ISsst, wenn man trsait setzt, wodurch 
dasselbe in 




i_ 1 L_JL_1*_ 

/ 1/ (1 + 0* 



r(*) 



übergdit, Torausgesetzt, dasa fi^k iai, weB aosaerdem das Integral 
unendlich werden würde« Substituiren wir diess und nehmen auf der 
rechten Seite you (4) die angedeuteten Operationen ebenfalls vor, so 
wird yermdge der Bedeutung von a 



Sil 



|_1 M_l 

X g .. F(x+g+..)dxdff 
(»+tue+ßg+...f 

' (5) 



_ r(0 r(m) . . . /*-/•-» ^ 1^ t ^F(fydt 

womit jene nel&cbe, auf alle, der Bedingung «>'^ + y + ' + *->'l 
genflgenden, positiven jt, y» 2, ... sich beziehende Integration auf 
eine zweifache, zwischen constanten Gränzen vorzunehmende, redu- 
sirt ist. 



Mau kann diese Theoreme noch dadurch etwas erweitem, dass 
man, wie schon im §. 19, an die Stelle von ^, y, 2, ••• setzt: 

J » Ix) » •• ferner — , — 
für «, /7, etc. So erh&lt man z. B. für F(0 sss Ctmie, ss I aus (4): 



( — ) , (■?-) , .. femer — , — , .. fBr /, m, ... und a o, fr /?, .. 



/// 
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l-l «.-I _, , 

X y . . da; Ulf ... 

■ 7 ST" 

—+ — + .. 



r(l)r(-).. '« Z' i+f*'"* 

_^ \pJ \q/ ab.. I V dt 

wobei sich die Integrationeo links auf alle diejenigen lediglich positiven 
^9 y» *j •• ersirecken, welche der Bedingung 

«>(f/ + (?-)' + (7)' + ••>* 

GenQge leisten. Als spezieller Fall ist bemerkenswerth /=sifi=n=sl, 
ps5f s=r=s2, as=s/y = / = Iy wobei wir nur eine dreifache Inte- 
gration voraussetzen; es wird nämlich 



3) . J^ ; 



dx djf dz 



(>+a>»+y+*»)' 



[01)£f*f J /<" dt 



Substituirt man die bdiannteo Wertbe Ton r(|) und r(}), setzt 
ferner f sssm* und schreibt 1*, x* fOr Jl, x, so wird 



///; 



da dy th 



(» + j* + y^ + t'f 



"~ 2 " Ji •(*+a*ii»)(*+6V)(*+c»i.^ 



(6) 
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wobei sieb links die Integrationen auf alle die positiven ^, y, i be- 
zieben, welcbe der Bedingung 

•■ ä (f )■ + m' + (7)" ä »■ 

genügen. Die Formel (0) dient übrigens unmittelbar zur Lösung einer 
pbysikaliscben Aufgabe. Denkt man sieb ntolicb zwei concentrische 
und äbnlicbe Ellipsoide, Yon denen das eine die Acbsen aX, 6X, eX 
und das zweite grössere die Acbsen ax, fr«, ck bat, so sind die 
Gleichungen ibrer Oberflücben: 

Sind ferner ^, y, z die Coordinaten irgend eines Punktes inner- 
balb der von beiden Ellipsoiden begränzten Schiebt, so ist da: dg dz 
das entsprechende Volumenelement und, wenn ^ die Dichtigkeit im 
Punkte a:yz bezeichnet, Jdxdydz das Hassenelement« Aendert sich 
die Dichtigkeit von Punkt zu Punkt, so muss J als Funktion von 
^j 9y ^ gegeben sein, und das Einfachste ist, ^ als Funktion der Ent- 
fernung g des Punktes xyz vom Mittelpunkte der EUipsoide anzusehen. 

Diese Entfernung wird bekanntlich durch /^ + y* + «* ausgedrückt, 
so dass also 

eine bekannte Funktion sein muss. Nehmen wir beispidswels 

1 1 



^ = f(9) = 



(* + ?•)* (*+a:*+y* + «*)* 



80 dass also im Hittelpunkte die Dichtigkeit —s stattfinden würde und 
sie Ton da an nach aussen su abnimmt, so ist jetzt: 
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da: dy dz 
(^ + ^' + y* + ^*)* 

das Massenelement der ellipsoidischen Schicht Die ganze Masse der 
letzteren erhalten wir jetzt durch dreifache Integration dieses Aus- 
drucks, wobei sich aber die Integrationen nur auf alle diejenigen 
positiven und negativen x, y, z beziehen dürfen, welche die Un- 
gleichung 

•• ä (^)" + (f )" + (7)' S ^' 

erfüllen, denn nur die der genannten Bedingung genügenden Coor- 
dinaten geben Elemente im Innern der fraglichen Schicht. Dehnen 
wir dagegen die Integrationen nur auf alle positiven, die obige Un- 
gleichung befriedigenden x^ y^ z aus, so erhalten wir offenbar den 
zwischen den positiven Theilen der Coordinatenachsen liegenden Octanten 
des in Rede stehenden Körpers. Hier können wir nun die Formel (6) 
in Anwendung bringen und nehmen wir dann das Achtfache davon , so 
ist jetzt die Masse der ellipsoidischen Schicht: 

r" ti* du 

in abc 



l 



und somit das Problem auf eine Quadratur zurückgeführt. 

Bemerkenswerth ist der Fall ^ = 0, wo die Dichtigkeit nach der 
dritten Potenz von q nach Aussen zu abnimmt. Es wird dann sehr 
einfach die Masse 

4W(4-). 



Für X = 0, x = l giebt der obige Ausdruck die Masse eines mit 
den Achsen a^ b^ c beschriebenen Ellipsoids, natürlich darf man in 
diesem Falle ^ nicht =0 setzen, weil sonst die Dichtigkeit im Mittel- 
punkte unendlich und folglich auch die Gesammtmasse unendlich wer- 
den würde. 

11 ♦ 
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$. 24. 

Nicht ohne Interesse ist vielleicht das folgende Beispiel wegen der 
mehrfacheren Rucksichten, die man hier zu nehmen hat. Es sei 
nämlich das vielfache Integral zu reduziren 

■' = ///■• n©"* (7)" + (i)' + (7)"+-)'^"»" <■> 

worin die Integrationen sich auf alle die wesentlich positiven .r, y, z, .. 
beziehen mögen, die der Bedingung 

' > e" + e" + (D' + c^)' + >> 

Genüge leisten. Setzen wir zur Abkürzung 

•=(T)'+(T)" + (f)' + (7)"+- <^) 

und statt F(«) das bestimmte DoppeUntegral 



-* .K 



— / COS m du I F(t) cos lädt 

welches für alle 5]>x oder <CX verschwindet, so tritt an die Stelle 
der Gleichung 

S = jJJ. . F{s)dxdydx ...., x > * > X 

die folgende 

Ä = j j j „ dxdy dz .. — / cos su du 1 F(t) cos ut dt (3) 
wobei die Integrationen auf alle positiven x, y, z, ... ausgedehnt 
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worden sind. Statt dieses Integrales betrachten wir das nach- 
stehende 

S, = — / / f .. ilvdydz .. j e**" du / F(t) cos ut dt 

von welchem S den reellen Bestandlheil ausmacht Durch Umkehrung 
der Integrationsfolge wird nun 

F(t) dt I cos tudu J ff*» e^^'^da: dy dz ... (4) 

und wenn man sich an den Werth von s erinnert, so zerlallt das 
vielfache nach j:, ^, z, .. genommene Integral in ein bloses Produkt 
aus den Faktoren 

Je dx, J e dy, ... 

• 

deren Werthe leicht auf folgende Weise zu finden sind. In dem allge- 
meinen Theoreme 

/ /4«^ + pl da: = i- / nihk + :r*) dx 



welches in §. 16 mitgetheilt worden ist, setze man 



a 



so ergiebt sich 

Je ila: =s aj e 



a ' 

dx 



2a . ^ » . 

— tii 



«e 2 



1 fn V 

2 V«" 
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indem man rechts eine schon im ersten Theile dieser Schrift vielfach 
benutzte Formel in Anwendung bringt« Ist nun n die Anzahl der 
Variablen ar, ^, z, . . . so wird das Produkt aus tt Faktoren von obiger 
Form 






n 

2 



wobei zur Abkürzung 



2a 2ia 2y • ^ 



gesetzt worden ist. Nach Nr. (4) haben wir nun weiter 



,^ ^ abc^.. ^^ ^ / ^^^^^^^ / ^^^^ 



und da jS hiervon die reelle Partie ausmacht 



du — e 

n 



1 (t+«")' 



^ abc .. 



n 

2 

* • « 




n^jFit)äiJ'^cosCi+^)du 



oder kürzer 



abc ..21 



F(0 r/< r (6) 

X 



wobei die Bedeutung von T durch die Gleichung 



— 1. I ^fi* 

^« 



PC 

COi ^< /YtTI 



T=^ I —^C0s[-r- + ^u)du 
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bestimmt wird. Es ist nun nichts leichter als den Werth von T zu 
finden; man hat nämlich zuvörderst 



du 



4 I 2 cos tu cos pti , 4 12 cos tu sin gu 

^ J !L ^ J * 

U u 

und für f^q wird man hier 

2 cos tu COSfU = cos(t + Q)u + cos{t — g)u 
2 cos tu sin QU s= sin(t-^Q)u — sin(t — q)u 

dagegen für < < p 

2 cos tu cos gu =s cos(g'\'t)u + cos(q — Qu 
2 cos tu sin qu s= sin ((» + Q<< + ^ (q — ^ 

setzen und dann die einzelnen Glieder nach den für lediglich positive r 
geltenden Formeln 

cos TU ^ nr 





A* 2rijji)cosian 



* 1 

sinru ^ nr 

du = 



w 

% 

inlegriren. Man erhält so, ohne die mindeste Schwierigkeit, 

T= 0, für « < p 

--I 

-<'-W_für« 



Wollen wir diess in die Gleichung (6) substituiren , so smd drei 
Fälle zu unterscheiden, ob nämlich g>tt ist, oder g zwischen x 
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und X liegt, oder endlich 9 <C ^ ist- Im ersten Falle hat man wegen 
t<^x um so mehr t<^Qy mithin 7=0, und 

S = , fiir (> > X (7) 

im zweiten zerlege man das Intervall von x bis herab zu X in zwei 
andere von x bis g und g bis X; dann ist im ersten Intervalle t^g 
und im zweiten i<igy mithin verschwindet der letztere Bestandtbeil 
des Integrales in (6) und es bleibt 



abc . . «* I 2 



S = -j::l^_!j_^J p^t^^t-^g)' dt, x>g>X. (8) 



Ist endlich (> < X, so ist wegen f^X um so mehr t^g, 
folglich 






a6c .. «' I __ . 2~* 



« = — 1; -Z- / ^(0(«-p) A. (»>3t. (9) 

2 ^(f ) 

und so ist in jedem Falle das vielfache Integral (1) auf ein einfaches 
reduzirt. 

Nehmen wir beispielsweis n = 3, F(t)=zl, x = l, X==0, so 
wird für 



jJjdxdydz = Q, für p>l 



= ^a6c(l-p)*, lurl>(.>0*), 



^) Der dritte Fall q<X, d. i. ^<0, kann hier nicht eintreten, weil die 
Gleichung unserer Fläche für negative a, b, .. a, ß, .. die nämliche bleibt, 
wie f&r positive Werthe dieser Constanten, and man folglich a, b, e, .. 
a, /?, X, .. nor als positiv und q daher nicht als negativ ansehen kann. 
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und (Hess ist ein Octant desjenigen Volumens, welches von der durch 
die Gleichung 

e" + (^)' + (f)" + (f )' + (t)' + e" = > 

charakterisirten Fläche umschlossen wird. Für a = 0, ^^ = 0, y = 
wird Q^=0 und man kommt dann auf die Cubalur des Ellipsoids 
zurück. 



S. 25. 

Ein paar andere Reduktionen vielfacher Integrale ergeben sich 
nach derselben Methode auf folgende Weise. 

I. Sei zunächst 

S=JJJ..e ^ F{x + y + .,)dxdy .., (1) 

und die Bedingung gestellt, dass die Integrationen sich auf alle die- 
jenigen positiven und negativen x, y, Zj ., erstrecken, welche der Un- 
gleichung 

genügen. Bezeichnen wir wieder o: + ^ + • • niit s , so ist ganz 
ähnlich, wie früher 

... — f r'^^du f F(t)cosutdt 

und da das letzte Doppelintegral immer versdiwindet, wenn nicht 
x>«>X ist, so können wir jetzt die Integrationen nach .r, y, i, •. 
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auf das Intervall — x bis + <x) ausdehnen. Kehren wir zugleich die 
Integrationsordnung um, so wird 



S = — f F(t) dt jcos tudu ... 

Ä — oc 



...///.. e e dxdy . . (2) 



— oc 



Vermöge des Werthes von 5 zerfallt die vielfache Integration nach 
o;, ^, z, .. in das Produkt der Integrale 

e e dx j I e e dy , , ., 



Es ist aber, wie man leicht übersieht, 




Oc 



e e 



— oc — oc 



dv sss w e cos ut dt = — r- e 



und folglich wird das Produkt jener nach or, y, z, .. genommenen 
Integrale 






€• i. wenn wir voraussetzen, dass die Anzahl der Variablen ac, y, z, ... 
durch n ausgedrückt wird 

I / I I . 1 



J -T(i+^+7+)-' 



aßy 



• • 



WO zur Abkürzung: 
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P* = |. + ^ + ^ + .... (3) 



sein möge. Die Gleichung (2) giebt dann: 



»fiY •• J i 




— Je'** 

F(t) dt / COM tu du e 



— OC 



Hier lässt sich wieder die Integration nach u ausfahren und giebt 



t\* 



?^r(f) 



folglich , wenn wir die erste und letzte Form von S vergleichen, 



/// 






F(t) e ^ dt 






wobei die Integrationen links sich auf alle die positiven und negativen x 
beziehen , für welche »^x + y+,. '^X ist 

Man kann hieraus gleich noch ein zweites bemerkenswerthes 
Theorem ableiten, worin statt der Exponentialgrösse ein algebraischer 

Ausdruck vorkommt. Schreibt man nämlich ay/ü ^ ßy/^ , .. für 
a, /?, .., so tritt ~7= an die Stelle von g und es wird 



/// 






= -5 — T — — : / F(^» * 



SeUSaach, Analyt. Stadien. 11. 12 
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Diese Gleichung werde mit 

^— i — m , 

m ■ t CM» 

multiplizirt und zwischen den Gränzen m = 0, a»s=:x integrirt. Auf 
der linken Seite erscheint dann ausser den Integrationen nach or, y, Zy .. 
noch die folgende 



f e nm 




r(M) 



(l + „«;J«+^^+../ 



und auf der rechten Seite tritt zu der Integration in Bezug auf ( nodi 
diese hinzu 






'-T-' -C+Ä 






Man gelangt so zu der Gleichung 



rO*) ff f. F(x+y + ..)dxdy.. 
JJJ (l + o»«».+/JV+-)'' 

2.« ^(^— ^) f F(f)dt 



aßY "91 „ »-» 

+ 7) 
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die sich in die folgende elegante Gestalt bringen lässt: 



/// 






■~' « ^ n—\\ 

2">-" n^ — Ö-) 



2» ' g-'- ~ 'V 2 1 I F(f)dt 




(8) 



aßr ... r(fi) J, ^_^ 

wobei (» seine frühere, durch Nr. (3) festgestellte Bedeutung hat und 
hinsichtlich der positiven und negativen o:, y, z, •• die Bedingung 
x^ar + y + .-^X stattfinden muss. 

II. Sei für ein zweites Beispiel 

~ JJJ ' ' (a' + a^ (^ + f) .... ^ ' 

worin sich die Integrationen, wie unter I., auf alle die positiven 
oder negativen or, y, z, .. erstrecken sollen, welche der Ungleichung 
ir>>a: + y + «*^^ Genfige leisten. Berücksichtigt man, dass für 
^ + y + • • = < der reelle Bestandtheil von 

— J e^'^du lF(t)coMutdt 

= F(s) oder =0 ist, je nachdem s innerhalb oder ausserhalb des 
Intervalles X bis jc hegt, so kann man S als die reelle Partie von 



ansehen und hier die Integrationen von a; = — od bis x=s + (x> ^ 
yss — OD bis y = + oD etc. ausdehnen. 
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Bei gleichzeitiger Aenderung der bttc^ralioiiefelge gdit das vor- 
stehende Integral über in 



« X ''^*^ * jf 



cottndm 

— «e 






Vermöge der Bedeutung von s reduziren sich die Integrationen 
nach o:, y, z, .. auf das Produkt der Integrale 




— oc — » 

und dieses Produkt ist 






a ß Y 



e 



aßy .. 



wo it die Anzahl der Variablen x^ y^ z bezeichnet. Das vorige viel- 
fache Integral wird jetzt 



'j^Jm^f^u^T^*'*'* 



■0 



e4er wenn rar Abhürzmig 

gesetzt wird 

»—1 

Fit) dt -i^ 



_ in'-' f 



?'+<• 
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Der reelle Theil hiervon würde S sein, da aber das Yorstehende 
Integral gar keine imaginäre Partie besitzt, so ist 



JJJ («*+^)(/»*H 



da: dy . . 



_ 2«" \ r F(i 



(8) 
F(t) 



«.*• 



Für alle Formeln dieses Paragraphen ist übrigens zu bemerken, 
dass man sie nicht in dem Falle, w6 nur eine Variable vorkommt, 
brauchen darf. Die Integrationen zvrischen den Gränzen — od und 
+ OD setzen nämlich voraus, dass es auch möglich sei ^, y, .. 
negativ zu nehmen, diess kann aber, wenn nur a allein vorhanden 
ist bei positiven X und x, wegen der Bedingung ir>>a:>>X nicht ge- 
schehen. Natürlich vermindert diese Beschränkung den Werth unserer 
Formeln nicht , da man sie Cor n = 1 oimehin nicht benutzen wird. 



$. 26. 

Die Integrale, welche vrir bisher betrachtet haben, boten für die 
Anwendung des Feurier'schen Theoremes und der Dirichlet'schen 
Integrationsmethode den besonderen Yortheil dar, dass die Grösse, 
welche in der Bedingungsungleichung die mittelste Stelle einnimmt, 
zugleich die Variable der willkührlichen , im Integrale vorkommenden 
Funktion ausmacht; dieser Umstand erlaubte den Diskontinuitätsfaktor 
mit dem Doppelintegrale, in welches die beliebige Funktion verwandelt 
wird, zu verschmelzen. Findet dagegen jener günstige Fall nicht statt, 
so bedarf es ausser der Substitution für die Funktion noch eines be- 
sonderen Diskontinuitätsfaktors, so dass also zu den vorhandenen Inte- 
grationen noch drei neue hinzutreten. Wir wollen diess an dem fol- 
genden Beispiele zeigen. 

Es sei das zu reduzirende «Variable enthaltende Integral: 
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S = fff.> F(x + y + z+..)da:dydz .. (1) 

mit der Bedingung gegeben, die Integrationen auf aUe diejenigen 
positiven und negativen ^, y, z, •• auszudehnen, welche der Be- 
dingung 

> Xf )' + (f )' + (t)" + >» 

Genüge leisten. Bezeifiinen wir hier x + y + z + ., , mit f, 
( — ) + (-?-) + ( — ) + .. mit <T, und erinnern uns, dass der 
reelle Bestandtheil von 



1/'- 



sm w om , 
- e diu 






= 1 oder =0 ist , je nachdem a innerhalb oder ausserhalb des Inter- 
valles bis 1 liegt, so können wir S als die reelle Partie von 

g = ff f.. F{i)dxdy .. ^ß^e'^^da, 

ansehen und hier die Integrationen auf die Gränzen — od + <3o aus- 
dehnen. Nach Umkehrung der Integrationsfolge wird das vorstehende 
Integral 

Da sich hier die Integrationen nach or, ^, z, .. noch nicht aus- 
fuhren lassen, so benutzen wir noch die Formel 



— OB — oe 
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wodurch jetzt S^ die Form 



^ = i/ ^*" fff..da:dy... 

«05 






** JK 



du j e F(t)dt 



-OC - OC 



annimmt. Durch Umkebrung der Integrationsordnung wird hieraus 



« oe 



...le du I j I . . s dxdy .. . 



— OC — OC 



Setzt man fQr a und s ihre Werthe, so zerlegt sich die viel- 
fache Integration nach ^, y, x, •• und das Produkt der n Integrale 

Je dx, J e dy, ... 



deren Werthe leicht anzugeben sind; dieselben heissen nämlich 

—p=r-e , — e » ••• 

and ihr Produkt ist 



2 



r» 



n^ abc ... i»»'-i-«' 
e 

m 

wobei zur Abkürzung 

r» = a* + 6* + c» + . . . (2) 
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gesetzt wurde. Durch Substitution jenes Wertlws wird n«a 



o SS TT e abc • . . 



.y^^ J'f(„* jVf'^'-H' 



Ol 



Die Ausfuhrung der Integrationen nach u verwandelt dieses drei- 
fache Integral in das doppelte 

n-3 M-I 



4 abe.. / «« » , I ^/^v r* ' 
— T-J ~^^^ J ^^^^"^ 



S =,in ^ e ' ::zz^ I llUf^doi I Fft)«" £/< 



3 ^oc 



oder 



4 aJ^J ^^^^^ J ^^, 






Ol 



Die reelle Partie hiervon ist 
^ 3 abc . . 



• • • • 



j fco* f^^2Hn^eosC-=^ n + $.). 



Ol 



Der Werth des nach to genommenen Integrales kann leicht dadurch 
entwickelt werden, dass man den Cosinus auflöst und das Integral in 
vier andere zerlegt, deren Werthe aacb den Formeln: 
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sin kio , n k 

diu = 







coskta . nk 

«Ol = 



bestimmbar sind. Da bier aber k als lediglich positiv vorausgesetzt 
wird , so muss man die Fälle unterscheiden, in welchen 1 j- positiv 

oder negativ ist , und im letzteren — (-j — l) dafür schreiben. Man 

findet auf diese Weise ohne Schwierigkeit, dass der Werth des in 
Rede stehenden Integrales 



-1 



t* 



= ,n+K 0-;j) ' oder =^ 



ist, je nachdem 1 — -j positiv oder negativ ausfallt, oder was auf 

das Nämliche hinauskommt, je nachdem t innerhalb oder ausserhalb 
des Intervalles — r bis + r liegt. 

Zerlegt man nun das nach t genommene Integral in drei andere 
von — 00 bis — r , — r bis + r , -f* ** bis -{" ^ 

so ist im ersten und letzten Integrale 1 — --j negativ und folglich 
verschwinden beide Integrale ; demnach bleibt blos das mittelste stehen, 
in welchem 1 j positiv ist, und es wird 

12 * 
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wo man noch tssarr setzen kann. Vermöge des ursprfinglicben Werthes 
von S ergiebt sich nun, dass für positive und negative, die Be- 
dingung 

> > ( J)' + (f )" + (t)' + >• 



erfüllende .r, y, 2, .. die Gleichung besteht: 



/// '" 



+ y + *+••) *^ % '^^ • • 



»-1 ^+1 



_ n abc .. I „, . ,, ,2 



(3) 



Dieite Formel löst unter Anderem die Aufgabe, die Masse eines 
dreiachsigen Ellipsoids zu bestimmen, in welchem die Dichtigkeit Ton 
Punkt zu Punkt veränderlich und zwar als Funktion der Coordinaten- 
summe jener Punkte gegeben ist. 



8. 27. 

Von besonderem Interesse ist noch die Thatsache, dass sich durch 
einen sehr einrachen Mechanismus aus jeder Reduktionsformel für ein 
vielfaches Integral eine unzählige Menge anderweiter Formeln derselben 
Art herleiten lassen, deren Allgemeinheit nicht geringer ist, als der 
bisher aufgestellten. Das Verfahren selbst wird aus der folgenden 
Betrachtung erhellen. 

Wir setzen voraus, man kenne den Werth eines vielfachen Inte- 
grales bereits, und es sei etwa 

17= 1 1 1 .. 0(x, y^ Zy ..)da;dtf€b ... (1) 
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Hierbei mögen die Integrationen sich auf alle diejenigen wesentlich 
positiven 2r, y, z, .. beziehen, welche der Bedingung 

1 > V(«» ^» y» *» •••) > ^ (2) 

genügen, in derselben soll u eine willkührliche Constante bezeichnen, 
Yon der wir jedoch voraussetzen, dass sie nicht in O vorkomme. 
Vermöge des Diricbl et 'sehen Diskonlinuilätsfaktors smd wir be- 
rechtigt, das Integral U als den reellen Bestandtheil des folgenden 
anzusehen 

/// ., ©(a?, y, ..)dxdy — / e ' » ' " ^^ 



und in dem letzteren die Integrationen nach ^, y, ar, .. auf das Inter- 
vall bis OD afuzudehnen. In so fern TJ von » abhängt — denn die 
letztere Grösse hilft in (1) die Integrationsgränzen bestimmen — so 
können wir auch beiderseits nach u dilTerenziren und integriren, und 
es wäre z. B. 



/^ dV C^ 

u -r-du oder j ud^ü 

offenbar gleich dem reellen Bestandtheiie von 
r«rf« \JJ J.. fl>(^,y, ..)dxdy ... 

-e dwi . 



2 f «1 



w 





Da sich aber die angedeutete Differenziation und Integralion nur 
auf tf bezieht und diese Grösse erst in dem nach w genommenen Inte- 
grale vorkommt, so ist der obige Ausdruck auch : 
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~ y 7 J " ^^^' *' ^>)dxdy ... 



e 



2 r sinio , r^ j 
... — / da) I Uli 



wobei wir das Doppelintegral nach u und w mit /2 bezeichnen wollen. 
Führen wir statt u eine neue Variable v der Art ein, dass 

9(t<, a:, y, ...)== V (3) 

so ist offenbar umgekehrt auch u eme Funktion von v, etwa 

u,= V(v, ar,y, . . .) (4) 

wenn femer u die Werthe c und 17 angenommen hat, ist v = ^(e, o;, y, ..) 
und t; = 9} (f/, j:, y, ..) geworden. Das Doppelintegral R geht jetzt in 
das folgende über: 

nnfti , / , , , v»i 

-^i/ai I ip(v, X, y, ..) de 

ibiwdia j rpiv, x, y, . .) i c"*" rfi; . 

Hiervon ist die reelle Partie, die wir allein brauchen 

;9 (^, -«■. y, ■) 

sinwdej 1 V/(i;, o; , «/ , . .) sm wv dv 




/rv/» ••» y» '•' 



9 («» •*•» y» ••) 



/n9 («, •«•» y, •) 
sintodfa I V'Cv, or, y, . .) si 



^ sin wv dv . 
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Zufolge des Fouri er 'sehen Theoremes ist der Werth dieses 
Doppelintegrales 

= V(l»^»y>-)» wenn 9(*,a:,y, ..) > 1 > <p{fl^x,y,..) 
= , wenn diese Bedingung nicht erfüllt ist 

Substituiren wir diess, so folgt jetzt 

wo fiir 12 entweder v^(l, ar,y, ..) oder Null zu setzen ist, je nachdem 
die obengenannte Bedingung erfüllt oder nicht erfüllt ist« Denken wir 
uns das Integral nach x^ y» 2, .. in seine Elemente zerlegt, so 
scheidet der Faktor R alle diejenigen Elemente aus, für welche nicht 
qf(i, ^, y, ..) ^ 1 ^ viVf ^9 y» ••) ist, und wir können demnach 
die Gleichung 



J ud^ü = JJJ " ®(^, y» ••) V(l» ^» »» ..)dücdy .. 



(5) 



mit der Bedingung au&tellen, dass sich die Integrationen rechts nur 
auf die o;, y, j, .. beziehen sollen, welche der Ungleichung 

y(«, a:, y, . .) > 1 > g>(f]y ^, », • •) (6) 

Genüge leisten. 

Mit welcher Leichtigkeit dieses Theorem zu neuen und sehr allge- 
meinen Reduktionsformeln führt, wird das folgende Beispiel zeigen. 
Wenn sich die Integrationen nach or, y, z, .. auf alle positiven, der 
Bedingung 

genügenden Werlhe jener Variablen beziehen, so ist 

fff '-' *•- * 7 I r(i)r(M)... /.* 
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Setzen wir 



A«)-! . _ m-i 



so wird 



1 1 1 .. X y X ,. axdyax .. . 

_ mr(m) ... ff(u) - 1 / ( fju) - I x** 

— r(i+/+m+..)y(ii)-a^ Y(u)-/y^ ••'• 

und wenn wir diess mit der früheren Bezeichnung zusammen- 
halten wollen, so müssen wir die rechte Seite dieser Gleichung 17 
nennen und 

,(•1, a:,y. ..) = ^^i^^::ri^ + 'ff^^zn^ + ••• = « 
setzen. Daraus ergiebt sich zunächst 



-, . V — ax — ßy — • • 

f(u) =s ^ 

V — X — y — 



• • • 



und auch u selbst, wenn wir F die Umkehrung von f nennen, so 
dass aus einer Gleichung, wie f(p)=:q^ psssFiq) folgt; es wurd 
nämlich 

_ r,/t> — «a?~/yy — ...^ 



u = p( ^ — ^^ — py—"\ 



und diess ist zugleich das frühere V(v, o:, y, ,.)• Vermöge dieses 

Werlhes und der Bedeutung yon 17 und <Z>(a;,y, ..) s=; x y 
ergiebt sich jetzt nach Nr. (5): 
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+ l+m + ..) J l^f(u) — J V(u)— /»' ) 



' (7) 



= fff-'^'-' •• <"-:if_-:::' )^^^. 



wobei sich die Integrationen auf alle diejenigen po8iti?en x, y, z, ., 
erstrecken, weiche der Bedingung 

(8) 






Genüge leisten« Das Integral auf der linken Seite ist noch einer ein- 
lachen Transformation IShig; fuhren wir nämlich statt u eine neue 
Variable I der Art ein, dass f(ü) = t^ folglich nach der Bedeutung 
von F umgekehrt u=sF(t) ist, so nimmt I die Werthe f(t) und f(fi) 
an , wenn ti = c und » = 17 geworden ist , und wir erhalten statt der 
linken Seite von (7) 



wobei K zur Abkürzung dient, nämlich 

_ r(D r(m) r(it) . . . 



Die noch auszufahrende DifTerenziation nach t hat durchaus keine 
Schwierigkeiten und wird sehr leicht, wenn man dazu die Formeln 
dw=iwdlw benutzt Nimmt man noch /*(€) = X, f(tj)=sx^ wo X 
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und if ganz beliebig sind, weil t und 17 es waren, so gdangen wir 
zu der Gleichung 



/// 



/- ' «-< !,/! — ux — ßy 



.. a? " Jf" . . F( ^ _'^ _ '^J^ • • ) dx dy . . 

' (10) 



/^' ,'+«+.•—1 



dt 



in welcher sich die Integrationen links auf alle diejenigen wesentlich 
positiven «, y, z, ... beziehen, welche der Ungleichung 

Genüge leisten« Hier ist ein besonderer Fall noch bemerkenswerth ; 
setzen wir nämlich 1=1, ir=:oD, und nehmen an, dass X=:l<^a, 
ebenso 1^^ etc. sei, so geht unsere Bedingung in 

über, deren erster Theil von selbst erfüllt ist. Rechnen wir hierzu, 
dass wegen der positiven a:, y, •. immer a: + 3f + f.>0 sein 
muss, so haben wir jetzt das Theorem 



/// 



X y 



•.^(^T^^^Ef^)^^.. 



•( (t-a) 






(>^:'+ Ff -+-)''('> 



(,-«".."-" '-" 



di\ 



wobei a <C 1 » /^ <C * » • • ^^^ hinsichtlich der auf blos positive Werthe 
von or, y, •• sich erstreckenden Integration die Bedingung 

l>^ + y + * + -..>0 (12) 

erfüllt sein muss. Etwas allgemeiner wird dieses Theorem dadurch, 
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dass man o: ,»,... an die Stelle von x. « , ... ferner — , — , . . 

^ p q 

für /, 191, «. und zur Abkürzung 

üf = J \jßLJllL (12) 

^«•^1 + 1 + -!!^+..) 

* = - + ^ + -^ + ...-l (13) 

p q r * ^ ^ 

setzt. Es wird dann 



/// 



X y .. F{^ j ^ "^dxdy.. 

1 — X — y — ... 



(14) 



- M r (f- 1)* m dt (± Izza m 1-ß J 
~~ J L - U t-a + ^ <-/» + "J 

* (<-«)' (t-ß)' ... 
wobei sich die Integrationen links auf alle positiven, der Ungleichung 

1 > ^^ + / + «'^ + . . . > (15) 

Genüge leistenden x, y, z, .. beziehen. Zu bemerken ist noch, dass 
man in dieser Formel F(t) nicht constant nehmen darf, weil F(t) die 
Umkehrung einer anderen Funktion (f) war. 

Eine interessante Anwendung der Formel (14) ist die Com- 
planation des dreiachsigen Ellipsoids, wenn man für dieselbe von der 
bekannten Formel 

SehlÖBileli, Aoalyt. Studien. II. 13 
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ausgebt. Die Gleichung der Oberfläche des EUipsoids ist nämlich 



e" + (f )' + (7)' - • 






und wenn man hier (y-j und (-r-j entwickelt, so wird 



= l l djc dy 







und hier müssen die Integrationen auf alle die positiven und negativen 
X und y bezogen werden, welche der Bedingung 



1 2 (i)- + (f )■ > 



erfüllen. Beschränken wir uns auf blos positive x und y, so erhalten 
wir den Octanten der Oberfläche des EUipsoids. Ausserdem können 
wir ax und by für x und y setzen und zur Abkürzung 

1 und 1 j_ mit 4> und 19* 

bezeichnen, wo £ und 1; die beiden Excentricitäten des EUipsoids 
sind. Die ganze Oberfläche des in Rede stehenden Körpers wird 
jetzt durch 



8 



//-*/?^?iF 



ausgedrückt, wobei sich die Integrationen auf alle positiven, der Be- 
dingung 

1 > a:» + y* > 

unterworfenen x und y beziehen. Diese Integration lässt sich nach 
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der Formel (15) ausführen, wenn man F(t) = /T, / s=: m = 1, 
p = q=:2, a=:t*, ß = rj^ setzt und nur zwei Variable zulässt. Der 
Werth von M ist dann 



1_ i£M.-n„ 
9 rf9\ ~r t" 



2 . 2 r(2) 
und der von A = 0, mithin die gesuchte Oberflädie, 
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oder wenn man t* für t setzt 
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Hierbei muss noch •^•<1 und i7*<Cl sein (wie früher a und j^, 
was dbet der Allgemeinheit keinen Eintrag thut, da man nur für c die 
kleinste der drei Achsen des EUipsoids zu nehmen braucht, um so- 
gleich jene Bedingung zu erfüllen. 

Ueberblicken wir am Schlüsse noch einmal die gewonnenen Re- 
sultate und beachten vorzüglich die Allgemeinheit der Formen, durch 
die sie sich besonders auszeichnen, so kann wohl kein Zweifel darüber 
sein, dass hier noch ein grosses Feld der Thätigkeit gewandter Analy- 
tiker offen liegt Möge der geneigte Leser, welcher uns bis an diese 
Stelle zu folgen die Güte gehabt hat, sich zur Bearbeitung desselben 
aufgelegt fühlen! 



Anhang 



Um die numerische Berechnung derjenigen Integrale zu erleichtem, 
welche auf eine der transscendenten Funktionen Ei(x)y Ci(x) und Si(a:) 
fähren (§. 21), theilen wir eine Ton Herrn Professor Bretschneider 
in Gotha berechnete kleine Tafel dieser Transscendenten mit: 



x.-J-.J- 









Ei(x) 






' 1 


+ 


1,89511 


78163 


55936 


75546 


. 2 


+ 


4 , 95423 


43560 


01890 


16337 


; 3 


+ 


9 , 93383 


26706 


25416 


55800 


4 


+ 


19 , 63087 


44700 


56220 


02264 


5 


+ 


40 , 18527 


53558 


03177 


45509 


f 6 


+ 


85 , 98976 


21424 


39204 


80358 


, 7 


+ 


191 , 50474 


33355 


01395 


95306 


; 8 


+ 


440 , 37989 


95348 


38268 


99742 


1 d 


+ 


1037 , 87829 


07170 


89587 


65757 


[ 10 


+ 


2492 , 22897 


62418 


77759 


13844 
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X 




Ei{ X) 






1 


, 21938 


39343 


95520 


27367 


2 


, 04890 


05107 


08061 


11956 


3 


, 01304 


83810 


94197 


03741 


4 


, 00377 


93524 


09848 


90647 


5 


— , 00144 


82955 


91257 


32579 


6 


, 00036 


00824 


52162 


65865 


7 


— 0,00011 


54817 


31610 


33821 


8 


, 00003 


76656 


22843 


92490 


9 


, 00001 


24473 


54178 


00627 


10 


0,00000 


41569 


68929 


68532 
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, 33740 
, 422»8 
, 11962 
, 14098 
, 19002 
, 06805 
, 07669 
, 12243 
, 05534 
, 04545 



G(x) 



39229 
08287 
97860 
16978 
97496 
72438 
52784 
38825 
75313 
64330 



00968 
74864 
08000 
86930 
56643 
93247 
82184 
32009 
33133 
04455 



13466 
99569 
32762 
41163 
87861 
12620 
51838 
55729 
60708 
37263 
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X 




Si(x) 




< 

1 
1 

i 


1 


J^ 


, 94608 


30703 


67183 


01494 


2 


-)- 


1 , 60541 


29768 


02694 


84857 


3 


+ 


1 , 84865 


25279 


99468 


25639 j 


4 


+ 


1 , 75820 


31389 


49053 


«5810 1 


5 


+ - 


1 , 54993 


12449 


44674 


13727 i 


6 


+ 


1 , 42468 


75512 


80506 


53576 


7 


+ 


1 , 45459 


66142 


48093 


59061 


8 


+ 


1 , 57418 


68217 


06942 


05208 ; 


9 


+ 


1 , 66504 


00758 


29602 


49510 1 


10 


+ 


1 , 65834 


75942 


18874 


04933 1 
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9ei 3BU^eIm @ti0elitt«titi in £elva<8 if) foe^cn ferner erfc^ienrn: 

SSß e 1 1 g e f (^ i (^ t e 

mit aiütfftcf;t auf 

€;ultur, Literatur unb SleligionSwefen, unb einem 3(bti^ ber 
beutf(l()en Siteraturgefd^td^te atö ^n^ang 

für 

IfSlfttt Sdftxlan^alttn nni jur ^elb|lbelel|rttng. 

fßon 

Dr. ©eotfi äBeltetr 

^itpt(el)rer an ber ^C^eren ®ilrgcr(d)u(< in ^eitcfbcrg. 

3ti>eiter nttt^erdttbett^t 9f b^rncf • 

gr. 8. 58 «Bogen, qjreid: 22/5 Xf}lx. — in ^aftfranjfianb geB. 3 JT^Ir. 

Unter ben ia^tret^cn 6ebrbö<^ern ber ^efd^ic^te färbteSugenb unb Sttr®etbfl: 
belebrung M gebilbeten SSörgerd get^net ftcb üorflebenbeö S^er! eben fo fel^r bur4 
forgfattige unb defc^icfte SBearbettuno M ^ijlorifc^en @toffed hti 66cbft an$tebenber >Dars 
#ettun0/ aU infonber^ett bur4^bie S3ei^anbfund€ioetre beffeiben oud. @d giebt em treue« 
unb lebenbigeö 93i(b t>on bem ©ntwitfetung^ange ber ^tn^d)})eit t>om grauefien alters 
t^ume hi^ ouf unfere Seit in poiitinn, religtöfer unb culturbiftortf^er ^inftcbt, unb 
unterfc^eibet (!4 eben babur^^ wie burcb eine neue unb feffelnbe ^(norbnung bed @tofeö 
oon jenen SBü^ern, bie nur bte Äußeren politif^en SBegebenbeiten in ^ronologifd^er 
Orbnung of^ne Darlegung bed innern 3ufamment^angd (infteQen^ unb CFuttur unb tnnes 
red eitaatdleben wenig, Sßiflenf^aft unb Stun^ gar nt(^t berücCftcbtigen unb belbatb 
weniger geeignet ftnb/ j|ugenblt<be ©emöt^er für ba9 6tubtum ber ®ef(!bi<i)te au gewinnen 
unb mit (Srfolg anzuregen. «Ded SJerfaffer« Xbftc^t war, ,,ber empfdngtid^en Sugenb 
unb bem gebilbrten IBörger ein SBuc^ in bie ^anb &u geben, worin fie bie i()nen not^s 
wenbige gefc^ic^ttic^e SBe(e(frung in gcbrungener Mrje oereinigt fdnben, fo baß bad 
6taat9(eben, bad 9leltgiondwefen unb bie C^utturjuftdnbe ber bebeus 
tenbflen $ßiSliet alter Seiten in ibren merfwärbigjlen ^erioben bar< 
gebellt warben, bie neue unb neuefle ®ef(bi<(te jebocb ali bie ndber tiegenbe eine ums 
falfenbere Sebanblung erfahre, otö bie M ÜXittetalterö unb ber alten 98e(t/' — ^ß ber 
SBerfalfer feinen Swetf errei^t l^at, beweif't fowobl bie fcbneUe SBerbreitung bed äßerfö, 
wooon in wenigen fDZonaten ein ^weiter 2(bbru(f n6tbtg würbe, aU bie gänfHge 
Seurt^eitung in me^^eren ber gea<^etften Iiterarif((en unb politif(ben Seitf^riften. (Siner 
ber 5(orpp^den in ber ®ef(bi(bt«forf4ung freut ftcb /Jn bie fem Sßerfe einer Solls 
ftAnbig!eit, ®ebiegen^ett unb iDurdSibilbung ju begegnen, bie oon beS 
SBerfafferd SSerufe aum eel^rer ber ©efcbicbte tn i^rem ganzen Ums 
fange ein e;)renwert^ed Seugntß geben'^ unb cbaraCteriftrt bann baffelbe 
weiter folgenbermaßen : „2(uf beclamatorifc^e ober fententi6fe 2(bf(bweifungen f^at ber 
SBerf. f[4 ni^t eingrlaffen) er berietet in fc^lic^tem, wörbigem Sortrage, wad aur 
6a4e ge(6rt, oerftebt aber fein Urtbeil mit furjem SBorte, mit einem Q^it^eton u» 
bergl, in bie (Sridbluag gn oerweben» 9tüt baburcb i# e« mhcgliän geworben, ba« gan^e 
ungeheure ®ebiet ber politif^en unb (Sulturgefcbtcbte o^ne SBersicbt auf etpliftrung in 
einer SoUf^dnbigfeit barjuf^eOen, bie nicbt« Sßefentlicbed oermilfen Idßt, unb t>on ber 
neuen ®ef(bic||te an felbft eine }tem(i4 au«f&(^rli(be (Sr^dblung iu geben'^ 

@ine fcbd^enewert^e , 100 6eitcn ftarfe 3ugabe ift ber Vbriß ber beutf^en 
^eiteraturgefcbicbte im Hingang, ber au(^ al« (Sef^tc^^te ber beutfc^en eites 
ratur einzeln au ll'/, 9tgr. a« $<>^en ift. 
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